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Resumen

En este articulo se estudia el efecto que produce la estimacion de datos faltantes en una
serie temporal en la distribucion de la estadistica de prueba de normalidad (Jarque y Bera,
1980). Tal estudio, se realiza via simulacion y es de caracter exploratorio. Se recomienda
en estas circunstancias el uso de la técnica de bootstraping para obtener la distribucion

empirica de la estadistica en mencion.

Palabras clave: Estimacion de datos faltantes, la estadistica de Jarque y Bera,

distribucion empirica, bootstraping.
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Abstract

In this paper, we study the effect that produces the estimate of missing values in a time
series in the distribution of the (Jarque- Bera, 1980) test of normality. The study is carried
out via simulation and its character is exploratory. In this situation, the use of the
bootstraping technique is recommended in order to obtain the empiric distribution of the

statistic under consideration.

Keywords: Missing values estimate, Jarque-Bera test, empiric distribution, bootstraping.

1. INTRODUCCION

En el andlisis de series temporales, via modelos estadisticos, usualmente se realizan los
siguientes pasos: identificacion del modelo, estimacion de los parametros desconocidos y
verificacion de los supuestos del ruido del proceso (no autocorrelacion, homocedasticidad
y normalidad), en el Ultimo caso los supuestos se verifican mediante los residuales del
modelo. La verificacién del modelo ajustado es una parte esencial del analisis y debe ser
realizado con mucho cuidado, ya que es un criterio de decisién, que para ello es
necesario contar con pruebas de hipétesis potentes, para estar totalmente seguros de la

decision tomada.

En la practica, es muy frecuente encontrar serie temporales que por diversas
circunstancias, tienen datos faltantes. Sin embargo, el efecto que pueda acarrear la

estimacion de dichos datos faltantes en la distribucion de la estadistica de prueba, en



particular la estadistica de (Jarque y Bera, 1980) JB, para validar el supuesto de

normalidad del ruido, no ha sido considerado.

Paquetes especializados en series temporales, como por ejemplo TSW (Gomez y
Maravall, 1996) ignoran el hecho de que la estimacion de los datos faltantes producen
seudoresiduales, en el sentido de que no todos los residuales son calculados con datos
observados, y en este caso, la estadistica JB es usada para validar el supuesto de
normalidad del ruido con los residuales\seudoresiduales del modelo, comparando la
estadistica calculada JB con los cuantiles de su distribucién asintética Chi cuadrado con

dos grados de libertad, que fue probada por (Jarque y Bera, 1987) para series completas.

En este articulo se estudia via simulacibn de Monte Carlo el efecto que produce la
estimacion de datos faltantes en la distribucibn de JB, en procesos autoregresivos
estacionarios de orden 1 y 2 como un primer paso en la direccion de obtener resultados
mas generales en el futuro. De los resultados del estudio de simulacién, se recomienda el
uso de la técnica de bootstraping, con el fin de hallar la distribucion empirica de la

estadistica JB.

El articulo estd organizado como sigue: En la Seccién 2, se presenta algunas
consideraciones tedricas basicas sobre la estimacion de datos faltantes, en el contexto de
modelos de estados y el modelo AR(p) estacionario. Se incluye la estadistica de prueba
de normalidad del ruido del proceso JB, al igual que la descripcion de la técnica de
bootstraping. En la Seccion 3 se hace el estudio de simulacién y se describen los
resultados. En la Seccion 4 se presenta una aplicacion y finalmente, en la Seccion 5 se

dan las conclusiones.



2. CONCEPTOS BASICOS

Aqui, presentamos algunos conceptos tedricos tales como la estimacion de datos
faltantes en representacion de modelos de estados de una serie temporal, procesos AR(p)

estacionarios, la prueba de normalidad JB y la técnica de bootstraping.

2.1 Modelos de estados

Sea Y, un proceso estocastico univariado que obedece la ecuacion

Y, = GX, + W, t=12,.. (1)

Llamada de observacién, donde W, ~RB(0,R.) v{G.} es una sucesion de vectores
deterministicos v-dimensionales y sea la ecuacion

Xepr =FRX. +V, t=12,.. (2)

Llamada de estado, donde {F.} es una sucesioén de matrices deterministicas
v*v, {1} ~RB(0,Q.) ¥y E(W,);) =0, Vs, t.
Las ecuaciones (1) y (2), definen un modelo de estados para el proceso {Y,}
Si se tiene un proceso estocastico irregularmente espaciado Y, Y. se introduce un
nuevo proceso {Y;} (Brockwell y Davis, 1991) y (Brockwell y Davis ,1996) relacionado al
proceso X, por la ecuacion de observacion modificada
Vo =GIX, + W', t=12,.. (3)
Donde

G = {Gr sit € {i, i}
¢ 0, enotroCaso

HF: sit € {.il---uir}

we - |
£ N

en otro Caso
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Con N,~N(0,1). Las ecuaciones (2) y (3) constituyen una representacion en modelo de

estados para el proceso {¥.}.

2.2 Estimacién de datos faltantes

Sea X,,. la prediccion optima de X, con base en vy, ¥;, ..V, s =12,..,n, (conjunto de
observaciones del proceso {Y.}) y sea 0,,. su correspondiente matriz de error cuadratico
medio. Entonces, paracada t =n —1,...,1, se tiene:

Ko = Xepe T (X ieiy i — FrsaXene)

Y

Qprm = Qe + G (Qpy1y m — n(r+1}£rjﬂ§

Donde 0= 0, F;Hﬂaﬁlm. Las cantidades X:, y :, son calculadas mediante el filtro
- It it

de Kalman y 0.,,,, es la matriz de error cuadratico medio de la prediccion un paso

adelante de X, (Harvey, 1989). La estimacion del dato faltante en el tiempo t esta dada

por Y. = G X, donde la prediccion de X, se hace en términos de
.

Vi, Vi, en¥e, 5 =12,..,n

r¥zr

2.3 Procesos AR(p) estacionarios

Consideremos un proceso autorregresivo AR(p), definido por

Fa=¢ b+ e+ Fo Yy + 24y, £=012.



Dénde {Z.} ~RB(0,6%). Ademés, se cumple ¢(Z):=1 — ¢,z —— ¢,z" # 0 para
lz| <1, condicion que garantiza estacionaridad. Sea E,Y,., el mejor predictor lineal un

paso adelante de ¥,,.; con base ent,, 1, ... Y,. En un proceso AR(p) estacionario
lF|:~:I':J':'z+1 = ¢1Yn + ¢2 It’Jr:'z—l +-- + ¢pYn+1—p
2.4 La prueba de normalidad

Para examinar el supuesto de normalidad del ruido del proceso, existen diversas pruebas

tanto de tipo grafico, como de tipo analitico.

Una prueba que tiene propiedades oOptimas de potencia asintética, es la referida por

(Jarque y Bera, 1980) y (Jarque y Bera, 1987), que esta dada por:

1B = n (SK‘ N (KU — 3)*)

L (W)Y
¥

Con Sk =% yku= z—“ donde f; = j=234 yW= % Siendo SK y

KU, los coeficientes muestrales de asimetria y apuntamiento, respectivamente.

Esta estadistica bajo la hipdtesis nula de normalidad del ruido blanco del proceso se

distribuye asintéticamente como una Chi cuadrado con dos grados de libertad X.::z} para el

caso de series completas. Esta es una prueba que se encuentra implementada en los
paguetes especializados en series temporales, tales como TSW (GOmez y Maravall,

1996) y RATS (Doan, 2000).

El conjunto de datos que se toma para realizar la prueba son los residuales del modelo,

gue estan dados por la ecuacion:



W=V - B_V t=123,..,n
cuando en la ecuacidon se involucran estimaciones de datos faltantes, esta recibe el

nombre de seudoresidual y se nota W, .

2.5 Latécnica del bootstraping

La técnica conocida como bootstrap fue propuesta por (Efron, 1979) con el propdsito de
hallar intervalos de confianza para pardmetros desconocidos en circunstancias donde es
imposible encontrar analiticamente la distribucion muestral de la estadistica de interés. Es

una técnica de remuestreo de tipo computacional, que funciona de la siguiente forma:

1. Sea Y. Y, ..Y, la muestra a nuestra disposicion y F,(y) la funcion de distribucion

empirica.

2. Se utiliza un generador de numeros aleatorios para obtener n nuevos puntos
Vi, V3, .. ¥, independientemente y con reemplazo de F,(v). Este conjunto de

nuevos valores se denomina muestra bootstrap.

3. Se calcula la estadistica de interés para la muestra bootstrap.

4. Se repiten los pasos 1y 2 un numero grande de veces, digamos N. Denotemos la

secuencia de estimadores bootstrap para la estadistica de interés por Escriba aqui

. 7 Al A2 AN
la ecuacion. ®,0°,---, 0",



5. Con la secuencia de estimadores se hallan los cuantiles de la distribucién empirica

de la estadistica de interés.

3. EL ESTUDIO DE SIMULACION

Consideremos procesos AR(1) y AR(2) estacionarios, asumiendo los parametros del

modelo conocidos con % =1,

Tabla No. 1: Modelos AR(p) estacionarios elegidos para las simulaciones

Valor de p Parametros Raices de ¢ (2)
p=1 -0.95 -1.0526
-0.5 -2
0.5 2
0.95 1.0526
p=2 -0.3,0.5 1.7457,-1.1457
0.7,-0.2 1.75+1.3919i
0.8, -0.16 25,25

Fuente: Construccion de los autores

El disefio del experimento de simulacion fue el siguiente: (1) se simularon series de
longitud 50000, con parametros dados en la Tabla 1, (2) se quitan datos de la serie en
diferentes posiciones en forma aleatoria quedando una serie irregularmente espaciada,
(3) se procede a estimar los datos faltantes con el suavizador de punto fijo definido en la
seccion precedente, (4) se “completa” la serie con dichas estimaciones, (5) se calcula el
conjunto de ruidos\seudoruidos y con este se obtiene el valor de la estadistica JB, que
notaremos JBs, (6) se replica los pasos anteriores, 10000 veces, lograndose 10000
valores de la estadistica JBs . Este conjunto se somete a una prueba de bondad de ajuste

a una X7, si no se ajusta a esta distribucion, se procede a obtener los cuantiles empiricos

de la estadistica en mencién. Con los ruidos simulados en (1), también se calcula la

estadistica JB, que se nota JB; . En cada uno de los modelos escogidos para el estudio se
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va aumentando la cantidad de datos faltantes en la serie, hasta lograr encontrar
aproximadamente la cantidad de datos faltantes con que se pierde la distribucion
asintética asumida para la estadistica de prueba. En las Tablas 4 a 10 se presenta la

cantidad de datos faltantes donde aproximadamente se pierde la distribucion asintética

;((2)2 para JBs, para cada una de las series estacionarias consideradas en el estudio,

ademas con sus respectivos valores p de la prueba de bondad de ajuste Kolmogorov-
Smirnov. Se puede ver que la cantidad de datos faltantes para que se preserve la
distribucién depende de los pardmetros y del orden autorregresivo de la serie, hasta un
umbral de 130 datos faltantes en series donde se pierde la distribucion asumida para la
estadistica JBs en todos los procesos en estudio. De las Tablas 4 a 7 se toma el valor de
¢ de un proceso AR(1) y sus respectiva cantidad de datos faltantes en la serie donde se

pierde la distribucion considerada, se obtiene un polinomio de grado tres,

12.099x% + 498084 x> —3.0248 x L+ 72.5479

(Figura No. 1) con el cual el valor de ¢ de un proceso AR(1) estacionario se puede
interpolar la cantidad de datos faltantes con que se pierde la distribucién asumida para la
estadistica. Asi por ejemplo, para ¢=0.6 arroja que aproximadamente con 91 datos
faltantes en una serie de longitud grande se pierde la distribucibn asumida para la
estadistica de prueba; También se puede ver en la figura, que cuando la autocorrelacién
es alta requiere de mayor cantidad de datos faltantes en la serie para que se pierda la

distribucion.



Figura No. 1: Pérdida de la Distribucién de JBs en un proceso AR(1)
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Fuente: Construccion de los autores

En vista de que a partir de 130 datos faltantes en todos los modelos escogidos para el
estudio de simulacién se pierde la distribucion asumida para JBs, se calculan los cuantiles
empiricos de la estadistica de prueba para 200, 500 y 700 datos faltantes que se
presentan en las Tablas 2 y 3. Es importante notar aqui, que la diferencia numérica es
pequefia entre los valores de los cuantiles obtenidos para cada uno de los modelos en
estudio y que los valores reportados en las Tablas 2 y 3 son las medianas de dichos
valores. Por ejemplo, para 200 datos faltantes en un proceso AR(1), los cuantiles 0.01
obtenidos para los modelos AR(1) considerados (valor del parametro del modelo en
paréntesis) son 0.0233 (-0.95), 0.0238 (-0.5), 0.0194 (0.5) y 0.0202 (0.95). El valor de la
mediana es 0.0218, que aparece en la Tabla 2. Lo anterior indica que no es relevante el
valor de los parametros del modelo en la pérdida de la distribucion asumida para JBs. Se
puede observar también, que los cuantiles empiricos exceden a los cuantiles tetricos de

la distribucién X7,,. Lo anterior se presenta con mayor notoriedad a medida que aumenta

la cantidad de datos faltantes en la serie.
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Tabla No. 2: Distribucion empirica de JBs, en un modelo AR(1)

Orden del cuantil(\100) | Cantidad de datos faltantes
200 500 700
1.00 0.0218 0.0275 0.0401
2.50 0.0538 0.0756 0.0995
5.00 0.1092 0.1630 0.1954
10.0 0.2237 0.3369 0.3882
25.0 0.6037 0.9133 1.0940
50.0 1.4572 2.1420 2.5540
75.0 2.9571 4.1910 4.9220
90.0 4.8919 6.8398 8.0238
95.0 6.4423 8.7292 10.3204
97.5 8.0831  10.8448 12.4776
99.0 10.2083  13.7628 15.6741

Fuente: Construccion de los autores

Tabla No. 3: Distribucion empirica de JBs, en un modelo AR(2)

Orden del cuantil(\100) | Cantidad de datos faltantes
200 500
1.00 0.0209 0.0242
2.50 0.0500 0.0685
5.00 0.1060 0.1322
10.0 0.2130 0.2702
25.0 0.6017 0.7549
50.0 1.4536 1.8016
75.0 2.9340 3.6300
90.0 4.8456 5.9891
95.0 6.3540 7.8507
97.5 7.8628 9.4773
99.0 10.0043 12.0699

Fuente: Construccion de los autores

En las Tablas 2 y 3, se puede ver el cambio sustancial en el valor de los cuantiles ante el
aumento de datos faltantes en la serie. Por ejemplo, cuando se pasa de 200 a 700 datos
faltantes en un proceso AR(1), el cuantil 0.90 cambia de 4.8919 a 8.0238 y de similar
comportamiento el resto de cuantiles, indicando que la distribucion empirica de la
estadistica JBs, no son iguales en los casos mencionados. Por lo cual en términos de
proporciones de datos faltantes en una serie no es adecuado crear rangos de numeros de
datos faltantes, que nos sirva para elegir una distribucion empirica, ya que esto carece de

practicidad, debido a la longitud tan corta que presentaria dichos rangos. Por lo cual, por

11



las circunstancias enunciadas anteriormente se recomienda la técnica de bootstraping

para la obtencién de la distribucion empirica de la estadistica JBs.

Tabla No. 4: AR(1) con ¢=-0.95

Cantidad de datos faltantes
100 110

IB, JIB, JB, JB,

0.6636  0.1563 | 0.2787 0.0337

Tabla No. 5: AR(1) con ¢ =-0.50

Cantidad de datos faltantes
85 90
JB, JB, JIB, JIB,
0.8632  0.3005 | 0.9394 0.0401

Tabla No. 6: AR(1) con ¢ =0.50

Cantidad de datos faltantes
85 920
JB, JB, JB, JB,
0.9854  0.2247 | 0.2259 0.0029

Tabla No. 7: AR(1) con ¢ =0.95

Cantidad de datos faltantes
120 125
JB, J By JB, JB,
0.7214 0.0812 | 0.0603 0.0006

Tabla No. 8: AR(2) con ¢, = —0.3 y ¢, =0.5

Cantidad de datos faltantes
90 95
JB, J B, JB, JB,
0.5161 0.2617 | 0.1183 0.0138

Cantidad de datos faltantes
70 75
JB, J By JB, JB,
0.5102  0.0951 | 0.1430 0.0202

12

Tabla No. 9: AR(2) con ¢, = 0.7 v ¢, = —0.20
Cantidad de datos faltantes
125 130
JB, J B JB, JB
0.6999 0.0851 | 0.1855 0.0004
Tabla No. 10: AR(2) con ¢, = 0.80 v ¢, = —0.16



4. UNA APLICACION

A continuacion se presenta la técnica de bootstraping, con el propésito de ilustrar la forma
de obtener la distribucion empirica de la estadistica de prueba JBs, en una serie
irregularmente espaciada. La rutina de programacion para el desarrollo de este
procedimiento se elaboré en el paguete RATS versién 5, (Doan, 2000)). Consideremos

el siguiente ejemplo:

1. Sea una serie AR(2) estacionaria con ¢, = —0.3, ¢, =0.5,y ¢*=1 de longitud
200, con 20 datos faltantes en las posiciones 5, 7, 10, 16, 20, 22, 26, 31, 50, 73,
74,100, 120, 125, 132, 158, 170, 187, 189, 198. Se estiman los datos faltantes y se
calculan los ruidos\seudoruidos del modelo wy, w,, ..., w5, que se consideran como

una muestra.

2. Se crea un vector de enteros de longitud 200 con los cuales se hace la
aleatorizacion para el remuestreo con reemplazamiento, obteniéndose

Wi, WS, e, Wiog.

3. Se calcula la estadistica JE, con la muestra bootstrap anterior.

4. Se repiten los pasos 1y 2 un numero grande de veces (5000 veces), y se obtiene

la secuencia

J'rBs:lJJ'rEﬂ-' "'JJ'I'ESEI}I}I}-

5. Con el anterior conjunto de datos se calculan los cuantiles de la distribucion

empirica de JEB..
13



Llevando a cabo estos cinco pasos de la técnica bootstrap, se obtiene los cuantiles
empiricos dados en la Tabla 11. Asi, ante una serie real de longitud 200 con 20 datos
faltantes, que se ajuste a un modelo AR(2) estacionario con parametros descritos
arriba, para examinar los supuestos probabilisticos de {z.} en particular el de
normalidad, se calcula la estadistica de prueba JE. y a un nivel de significancia de

a = 0.05 se rechaza la normalidad de {z.}, si el valor calculado de /B, = 6.6071.

Tabla No. 11: Distribucion empirica de /B, via bootstrap para 20 datos faltantes en
una serie AR(2) estacionaria de longitud 200

Orden del cuantil(}100) | Cantidad de datos faltantes
20
1.00 0.0503
2.50 0.1181
5.00 0.2280
10.0 0.4404
25.0 1.0233
50.0 2.0563
75.0 3.5419
90.0 5.3242
95.0 6.6071
97.5 7.9864
99.0 9.8114

Fuente: Construccion de los autores

5. CONCLUSIONES

Del estudio de simulacion se concluye que no es conveniente chequear la hipétesis nula
de normalidad del ruido del proceso comparando el valor calculado de la estadistica JEB,
con el valor tedrico de los cuantiles de una Xf:} , ya que la obtencion de los
seudoresiduales a partir de las estimaciones de los datos faltantes en la serie si afecta la

distribucion de la estadistica de prueba considerada.
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En presencia de datos faltantes en una serie de cualquier longitud se recomienda el uso
de la técnica de bootstraping con el propésito de hallar los cuantiles empiricos de la
estadistica y a un nivel de significancia escogido compararlo con el valor calculado de la

estadistica JB., encontrando asi un criterio de decision mas confiable.
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