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SINTESIS

El Principio de las Casillas o conocido también como el Principio
del Cartero, es un teorema clasico de las matematicas usado
para desarrollar otras demostraciones especialmente en el
campo de la teoria coordinatoria, de los numeros reales y la
teoria de conjuntos. Este articulo ilustra la demostracion del
teorema realizada por el doctor Yu Takeuchi en su presentacion
en el Primer Encuentro Nacional y Tercero Regional sobre la
Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales, adelantado en la
Universidad Catdlica Popular del Risaralda en octubre de 2009.
Igualmente se ilustran algunas aplicaciones importantes de este
teorema.
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Descriptores: principio las casillas, teorema, principio del
cartero, teoria de conjuntos.

ABSTRACT

The Box Principle or also known as the Postman Principle is
a classic theorem of mathematics which is used to develop
other theorems, especially in the field of “cordinatoria” theory,
set theory and real numbers theory. This article illustrates the
proof of the principle argued by Dr. Yu Takeuchi in his lecture at
the First National and Third Regional Meeting Natural Science
Teaching Conference hosted by the Universidad Catdlica Popular
de Risaralda in October 2009. It also provides some important
applications of this theorem.

Descriptors: The box principle, theorem, the mailman principle,
cluster’s theory.

1. INTRODUCCION.

Desde muy temprana edad, los ninos deben aprender a contar
como parte de un proceso que desarrolla en ellos habilidades
cognitivas y cognoscitivas que les permite asociar una cantidad
de objetos presentes en un conjunto a una representacion
mentefacta simbdlica, 10 que les faculta mas adelante para
comprender otros tipos de relaciones y operaciones importantes
en las matematicas.

Lo interesante en estos primeros estadios del desarrollo humano
es que lo ninos y ninas asocian el contar con el cantar; de hecho,
es una estrategia didactica empleada por docentes de basica
primaria para que aprendan a contar cantando, que a la vez les
permite desarrollar -aunque sea por razones equivocadas- el
concepto de desigualdad (mayor, igual 0 menor que). A pesar
de lo dificil que es contar, los autores no tienen interés ni en
cambiar la estrategia empleada por los maestros ni en mostrarle
a los chicos y chicas lo complejo de este proceso, mas bien el
objetivo es establecer una demostracion matematica, inductiva
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y estructurada de uno de los principios mas utiles de analisis
numérico, de la teoria coordinatoria, de las probabilidades y de
muchas otras aplicaciones matematicas: “El Principio de las
Casillas”, conocido también como “El Principio de Dirichlet”.

Para entender la naturaleza de este principio, es importante hacer
claridad en que las proposiciones en matematicas son por o
general de dos tipos, universales y existenciales: las proposiciones
universales establecen que algo es verdadero o cierto para todos
los valores o situaciones posibles en algun conjunto dado; las
proposiciones existenciales por su parte, establecen que algo
es verdadero por lo menos para algun valor o situacion en un
conjunto especifico. Las proposiciones universales se expresan
en la forma

“Para todo x (en el conjunto A), P(x),”

Las proposiciones existenciales se expresan en la forma donde
P(x) es un proposicion referente a x.

El matematico aleman Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1804-1859) formula este principio desarrollado inicialmente para
la teoria de numeros y las proposiciones existenciales, pero tiene
una amplia aplicacion en muchas disciplinas de las matematicas
a pesar de su aparente simplicidad.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA.

El principio de Dirichlet en su forma mas simple establece que

Si n elementos son repartidos en m cajas, con n>m entonces existira por lo menos una
caja que contendra al menos elementos

H

Donde la funcion [a] recibe el nombre de entero mayor que
devuelve para cualquier nUmero real el entero igual 0 mas proximo
superior.
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Este principio también se puede asociar con las siguientes
situaciones:

@ Un cartero tiene que repartir n+1 cartas entre n casillas,
entonces existira por lo menos una casilla que recibira por lo
menos dos cartas.

@ Si ocho personas deben escoger un dia para realizar un
examen, por 1o menos dos de ellas escogeran el mismo dia.

@ Setienen nnidos y en ellos duermen n+1 palomas, al menos
hay un nido en el que duermen mas de una paloma.

@ En una reunion de tres personas, por lo menos dos tendran
el mismo sexo.

@ En una reunion con trece personas, por lo menos dos
nacieron el mismo mes.

@ En una convencion de 400 personas, por Io menos hay dos
personas que cumplen anos el mismo dia.

Notese que este principio no particulariza explicitamente los
elementos que son iguales o las posiciones de los mismos dentro
de un conjunto, sblo asegura la existencia de ciertas condiciones
o0 de cierto numero de elementos que cumplen con alguna
condicion.

3. PRINCIPIO DE LAS CASILLAS

Para demostrar este principio considérese la siguiente situacion:

“Si un cartero reparte n cartas en m casillas, con la condicion que
n>m, alguna de las casillas recibe dos o mas cartas”.

Sean A=1,23...,n B=1,2,3...,m dos conjuntos equipotentes,
si n>m entonces existe una funcion f: 1,2,3...,n — 1,2,3...,m tal
que la funcion f sea inyectiva, es decir uno a uno, y sobreyectiva
a la vez, lo que implica que el rango de la funcion es igual al
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conjunto de llegada (1,2,3...,n corresponde al dominio de la
funcion f o conjunto de partiday 1,2,3...,m es el recorrido de f o
conjunto de llegada)

Como n>m, por el principio de las casillas, existen los elementos
bjcon 1 <i<j<nykcasilastal que 1 <k<m tales que se
cumple la relacion

J@O=r()=k

Contradiciendo que f es una funcion inyectiva, lo que es un
absurdo y termina esta parte de la demostracion.

Suponiendo ahora que la norma de B es cero |B| =0, es decir, es
un conjunto vacio entonces no existe ninguna funcion de A en B
tal que sea inyectiva e igualmente termina la demostracion.

En el caso que |4|=n+1 vy |B|=n necesariamente |4|>|B| lo
que implica suponer que la funcion es no inyectiva, ahora si A es
un conjunto No vacio y no unitario, deben existir dos elementos
i, j tal que

J@O=s0)

E igualmente termina la demostracion. Pero si no existe esa
igualdad entre los elementos i, j, es decir, i solo tiene una
preimagen en B (i) = k, entonces se puede definir la funcion g

gA-i>B-k

Como B - k tiene ahora n—-1 elementos y entonces se puede
concluir que

|Al - 1> [B| - 1

Lo que implica que g no es inyectiva y por tanto f no es inyectiva,
que es lo que se busca demostrar.

Demostracion por induccion

Sea a un numero irracional positivo, entonces la sucesion de las
partes decimales de los numeros
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O,a,2a,3a,4a, ..., na

Contiene a n+1 elementos, tomando la unidad y dividiéndola en
N partes iguales, representando cada una, una casilla entonces
por lo menos una casilla de contener dos de estos elementos.

-1
n n_q

ST

2 3
n n

=T

Si pa, ga son dos elementos de esa sucesion entonces, para que
el conjunto sea denso se debe cumplir

1
| pa - g(a) | <= pero como »— = entonces
n

| pa — q(a)| »0

Segun el teorema de Dirichlet que es un conclusion directa del
Principio de las Casillas, si a €s un numero irracional entonces
existen dos sucesiones de numeros naturales

ky by kg o ke,
Jodpds oes iy o

Tal que aj — k, — 0 cuando n — oo

Dado donde pa=p, + pa donde p, es la parte enterade pay gqa
=g, + qa donde ¢, es la parte entera de ga entonces

pa-qa=a p-q=p,-q,*pa-qa

Pero p, - g, €s un nimero natural, al igual que p - ¢, lamando
p-a=jnY p—q,=k

Sellegaa aj, +k =|pa-qgal — 0
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Con lo cual se comprueba que aj +k— 0  Que es lo que se
quiere demostrar.

Teorema de aproximacion de Dirichlet ()
Demostracion por Induccion.

Sea la relacion
n, =ja+e, [Ec. 1]

Donde n,y j, son numeros naturales; dado

a=|g,|m, +e;, [Ec. 2]
. h < l
Donde m, es un numero naturaly |7~ =5
k
Multiplicando a [1] por m, se obtiene
Wy = J m.a+ e m,
Utilizando [2]
nm, =jmat a-¢g,, = jm *1 aFe,,
Si n,, =nm,, j,.,=jmtlye, =Fe, seobtiene finalmente que
Mooy = Jya@+ &,
Donde | £ < 1

&
Teorema de aproximacion de Dirichlet (ll)

Dados ay b con a irracional existen dos sucesiones de numeros
naturales n, y j, y unasucesion e, tales que

n =aj te +b [Ec. 4]

limeg, =0

Con k—w

b

&

Sean nk, jk, ek tres sucesiones construidasen i y 4, = la
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parte entera de % y <£> Su parte fraccionaria entonces
k 8&

b=e.q, +1, [EC.5]

‘bk
Como ,

Y con |4] <€

4= b
Puesto que 7% =%\ 7
k

Entonces, usando [5]

Donde n.q,, j.q, sSon numeros naturales 4, — 0 k — oy
terminando esta parte de la demostracion.

Aplicaciones del principio de las casillas en la
demostracién de otros problemas.

Ejemplo 1: Problema del Profesor José Francisco Caicedo.
El conjunto T=k — &’ j° | k, j € tiene punto de acumulacion en
—2a, 2a, donde a es un numero irracional.

Soluciéon: Basta demostrar que existe un numero infinito de
parejas (k, j) tales que

—2a<k-d’<2a [Ec. 6]

De la eciiacidn anterior

b | ==

k> —a’j* >-2a siy solo si q,r'::-k(l—%] =k—f

1

- - ] . - . 2 :
k= —a j~ <2a siysolo si :;j::k[l—k—?] =k—%
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Para todo k suficientemente grande por el desarrollo del binomio

Por el teorema de aproximacion de Dirichlet (una aplicacion del
teoema de las casillas), existen dos sucesiones de numeros
naturales

kl,k2..kn,..vjlLj2.,jn, ..

a

1
Talesque |k n —a-j n|<=< —0 cuando k n —w

n kn

Ya que knesmenor que laparte enteradep.a<n.a
Teorema de aproximacion de Dirichlet (lll)
Enll, seana=2mn, b =arcsinycon-1<y <1, entonces

sean n,q, = sen 2mj g, +sen'y — ), = sen sen’'y =y
Cuando k£ —
Por lo tanto se tiene que limsupsenn =1y limsupcosn =1, pero
generalmente los conjuntos

senn/m=1,2, 3, ..ycosnm=1273, .. y sondensosen -1,/

Ejemplo 2. Dados dos conjuntos 4 1,2,3,..m y B 1,2,3,...n,
entonces m=n

Demostracion: Se tiene que
1,2,3,..myB123,..n,

Donde la equipotencia es transitiva, es decir, existe una aplicacion
(funcidon) uno a uno tal que!

f 1,23,.m=123,..n,

1 El conjunto es el dominio de la funcién f, y el conjunto es el recorrido de la funcién f. Se dice
que dos conjuntos Ay B son equipotentes si existe una funciéon de A sobre B y uno a uno.
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El nUmero f(m) es un numero natural entre 1 y n, la funcion f
establece la siguiente equipotencia.

1,2,3,..m=123,..n — f(m)

Pero
1.2.3.. fm)-1. f(m+D).-.n }
bt ! I I
{1.2,3,-, f(m)l , f(m),---, n—1}
Asl 1,2,3,..m—f(m) 1,2,3,.n, — I [Ec. 7]
Luego 1,2,3,..m—1 y 1,2,3,..n, — 1 [Ec. 8]

Y asi sucesivamente, dado que m>n se tiene

Estoesm=nYaque m-n+1=1

Este gjercicio también se puede demostrar usando el Principio
de las Casillas. Sea
1,2,3,...ny 1,2,3,...m,

Dos conjuntos equipotentes, suponiendo que n>m entonces
existe un funcion
f:1,2,3,...n — 1,2,3,...,m,

Tal que f es uno a uno y sobre ( 1,2,3,...,n es el dominio de la
funcion fy 1,2,3,....m es el recorrido de la funcion f). Como n>m
por el Principio de las Casillas existen

k 1<k<myi,l<i<j<n tales que
f@=r(H=k

Contradiciendo que f es uno a uno, lo que representa un absurdo
y es lo que se quiere demostrar.
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Para aplicar el teorema a diversas situaciones, resulta
especialmente Util identificar quien hace las veces de las cartas,
y quien hace las veces de las casillas.

Ejemplo 3: Sea A un conjunto de 20 elementos (cartas), formados
de la progresion aritmética
1,4,7,10,---100

Existen por lo menos dos enteros distintos en A cuya suma €s
104.

Solucién: Para demostrar esto, el niUmero de elementos en esta
sucesion es

a,—a,

n

1001
+1=

r 3

n= +1=34
Exceptuando el 1y el 52, se puede formar 16 parejas con todos
los elementos de la serie sin repetir ninguno

4,1000, 7,97,10,94, ... 55,49

Por el Principio de las Casillas, como se forman parejas con 20
numeros de la sucesion, en el peor de los casos, tomando el
1y el 52 para el conjunto A, necesariamente se debe tomar
una pareja mas, lo que garantiza que por lo menos una de estas
sume 104.

Ejemplo 4. En una reunion hay n personas (cartas) donde
algunos se conocen entre si y otros no (conocer una persona
implica que si una persona conoce a otra, necesariamente la
segunda conoce a la primera, es decir existe una reciprocidad)
lo que hace las veces de las casillas, probar que existen dos
personas que tienen el mismo nuimero de conocidos.

Solucion: Definiendo dos conjuntos A'y B donde A agrupa a las
personas (cartas) y B el nUmero de personas que conoce cada
una (casillas) entonces es posible definir una funcion f tal que:

f:A—B
i—fi
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Donde i es iésima persona que conoce a f i personas; Ccomo
en este caso no se aplica el principio socratico “Condcete a i
mismo”, entonces en primera instancia se podria pensar que no
es posible aplicar el principio de las casillas, ya que el recorrido
de la funcion seria el conjunto

0,1,2,..n—1

y la norma de ambos conjuntos seria igual, sin embargo
considérense dos posibles situaciones:

Situacion 1: Hay una persona x en la reunidn que no conoce a
nadie, esto es f(x)=0 lo que implica por reciprocidad que no
hay nadie en la reunion que lo conozca a él, esto lleva a establecer
que en el recorrido de la funcidn no puede existir la imagen (n—1)
siendo este conjunto

0,1,2,..n—2

Que tiene (n—1) elementos, asi, aplicando el principio de las
casillas, existe por lo menos dos personas que conocen el mismo
numero de personas.

Situacion 2: Si todos cumplen la condicion de conocer por
lo menos a una persona, f no puede tomar el valor de cero y
en consecuencia el numero de posibilidades es menor, lo que
garantiza la aplicacion del teorema de las casillas.

Ejemplo 5: Sea A un conjunto de n numeros naturales; existe un
subconjunto B que pertenece a 4 (4 C B) tal que la suma de sus
elementos es un submuiltiplo de la norma de A ( |4| ).

Solucién: Llamando anlanormade Ay ordenando los elementos
de A de mayor a menor se obtiene.

A= a,<a,<..a,

Obteniendo todos los subconjuntos de A, esto es es posible
definir la funcion
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f:1,2,3 ..,n—1,23 ...,n—1
i—)f(f)zZak mod #
k=1

Que devuelve los valores modulo n de los subconjuntos formados
por las sumas qa,,a, +a,,a, +a, +a,,---, la dificultad radica en que
ambos conjuntos tienen el mismo numero de elemento, por lo
cual se deben distinguir dos posibles situaciones

Situaciéon 1: Si existe un i con f(i)=0 el problema queda
solucionado ya que

Zak =0 (modn)
k=1

Y el conjunto seria B=a,,a, a, ..., a,

Situacion 2: Si no existe el elemento i, entonces la funcion sélo
puede tomar valores de 1,2,3,...,n—1y por principio de las casillas
se establece que existen dos elementos i # tal que f i= f j.

z:a,c = z:aji modn
k=1 k=1
Lo que implica que

ia‘_ =0 modn

k=i+1

Y el conjunto seriaB =a.. , a a

i+ it

Ejemplo 6: Dada una secuencia de 2n enteros consecutivos, al
escoger (n+1) de ellos siempre sera posible encontrar una pareja
que se diferencia en n.

Solucidn: En este caso, se asocian los n+1 enteros con cartas y
las parejas que se diferencien en n con las casillas, asi, escribiendo
la sucesion de numeros como

a+l,a+2,a+3,---,a+2n
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Para cualquier entero a, si se ordena la serie y se escogen n
parejas se obtiene el conjunto

at+la+n+1 a+2a+n+2 ...a+tna+2n

Entonces al escoger n+1 de estos enteros, al menos dos
perteneceran a la misma pareja diferenciandose en n.

Ejemplo 7: Un blanco para tiro tiene forma de triangulo equilatero
de lado 20 cm de lado. Si se dispara cinco veces impactando el
blanco demuestre que habra por lo menos dos agujeros de bala
con una distancia inferior a 10cm.

Solucién: Como son cinco disparos, conviene dividir el triangulo
en cuatro sectores de forma que dos agujeros en cada sector
no estén a una distancia mayor a 10 cm (se forman triangulos
equilateros de lado 10cm), las cartas representan los puntos de
impacto y las casillas las divisiones.
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De los cinco disparos, por lo menos dos caeran en el mismo
sector lo que garantiza que la distancia entre ellos no sera
superior a 10cm.

Ejemplo 8. Sean A y B dos conjuntos finitos no vacios y sea f
una aplicacion de A a B, entonces existe un elemento 5[] B tal
que

o= s M
Sy ze
i
Demostracion: Como
7y =a
Tal que x <= 4 por tanto
fx)=y

Como f es una funcion, entonces cada elemento de A tiene una
unica imagen con lo cual

2|y =l4

yEB
Lo que permite establecer que existe por lo menos un elemento
; eB

. A
Tal que |f | y|2%
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