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RESUMEN

El presente articulo describe la estrategia numeérica utilizada para la
optimizacion del conocido reductor de velocidad de Golinski mediante
una modificacion del tradicional método de enjambre de particulas (PSO),
con una funcion de penalizacion que involucra las restricciones propias de
su aplicacion.

Este trabajo se motivo por la necesidad de utilizar componentes mecanicos
optimos en areas como la robotica. Se encontrd una notable precision de

" Documento resultado del proyecto de investigacion “Analisis del disefio optimo de un reductor
de velocidad”, financiado por la Universidad Industrial de Santander.
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Sus resultados con relacion a los reportados tanto por métodos clasicos
de optimizacion, como por herramientas computacionales comerciales.

No obstante, su tiempo de célculo fue una desventaja notoria, aunque
no critica, dada su aplicacion fuera de linea. Confirman también estos
resultados que el PSO, y la variante utilizada en particular, es una
herramienta matematica sencilla y robusta para optimizacion de problemas
en ingenieria.

Palabras Clave: reductor de velocidad, PSO con restricciones, funcion
de penalizacion.

ABSTRACT

This article presents the optimization of the well-known Golinski speed
reducer, through a modified particle swarm optimization algorithm (PSO),
which includes a penalty system for considering the system restrictions.

A good grade of similarity with results reported for both, traditional
optimization methods and commercial software, was found. However and
even though it isn’t critical, computation times were higher with PSO. The
conclusion is that this PSO modification is a robust and mathematically
simple solution for engineering optimization problems.

Key words: speed reducer, PSO with constrains, penalty function.
1. INTRODUCCION

Convencionalmente, en areas como la robdtica, se hace necesario realizar
movimientos precisos y con una velocidad de posicionamiento definida.
Por esta razdn, se disefian reductores de velocidad, que paralelamente
cumplan criterios relacionados con su peso y dimensiones y que entreguen
el torque y/o velocidad requerido. Es aqui donde un algoritmo robusto de
optimizacion entra a ser pieza clave.

Teniendo en cuenta que los modelos matematicos desarrollados estan
sujetos a restricciones, es fundamental seleccionar un método capaz de
trabajar en presencia de ellas, determinando respuestas que estén dentro
del conjunto de soluciones posibles en lavidareal y, que simultaneamente,
respeten las restricciones del disefo. Este articulo utiliza un modelo
matematico como funcion objetivo, para el proceso de optimizacion de
un reductor de velocidad sujeto a restricciones, y describe el método
numeérico utilizado para minimizarlo (Golinski, J., 1970, pp. 287-309).
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2. FUNDAMENTOS TEORICOS

En robdtica, generalmente se necesita de un mecanismo capaz de
transmitir el movimiento de un actuador a una articulacion, creando una
relacion entre movilidad y dimension. Un reductor de velocidad toma gran
importancia, debido a que sus caracteristicas fisicas desarrollan efectos
sobre el conjunto motor-reductor y en todo el sistema. Este sistema de
transmision debe ser preciso, ademas de poseer ciertas caracteristicas
dimensionales apropiadas para su ubicacion y ensamble dentro del
espacio presupuestado por el disefiador.

La relacion de engranajes no puede ser demasiado alta, puesto que una
parte de la potencia del motor se puede estar empleando para mover los
engranajes del reductor introduciendo pérdidas en el torque. La transmision
de velocidad en un reductor se realiza a través de sus engranajes. Por ende,
las dimensiones de un reductor de velocidad se relacionan directamente
con la geometria del diente, la tension en los mismos, el material del pifdn,
la superficie de contacto, el angulo de presion, la potencia transmitida y la
velocidad angular.

Igualmente, su peso depende de la geometria del engranaje y la geometria
de cada uno de sus ejes. Se propone un engranaje cilindrico recto
como modelo, ya que se utilizan habitualmente debido a su simplicidad
y economia de mantenimiento (Sanchez, Francisco T., Pérez, Antonio,
Sancho, Joaquin L., Rodriguez, Pablo J., 2006, pp. 54).

Reductor de Golinski

Se tomd como caso de ejemplo el problema del reductor de velocidad
abordado inicialmente por Golinski en los anos 70s, con el propdsito de
optimizar su peso, satisfaciendo simultdneamente restricciones impuestas
en el tamano de los ejes y pifiones. El objetivo final es entonces minimizar
su geometria para que el reductor rote a su mas eficiente velocidad,
estando su peso definido por sus dimensiones. Ver figura 1.
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Figural. Reductor de velocidad
Fuente: Los autores.

La funcion objetivo del reductor se define como, (Agrawal, G. et al, 2004,
pp. 21):

2
(& . G
FG) = ) [BMEWNa = 4 7+ (MaNy — 64M)?* = 5,760 T2 + (476D37) 5
i=0
iy
+307L1

Cabe resaltar que M, se define como la relacion entre la circunferencia
primitiva y el nimero de dientes para cada pinon N,. La definicion formal
del modelo matematico de las dimensiones de un reductor de velocidad
se puede consultar en libros de diseno de engranajes (Budynas, N., 2006,
pp. 348-383), (Grote, K-H. & Antonsson, E. K., 2008, pp. 334-398).

Método de Optimizacion con Enjambre de Particulas (PSO)
El PSO fue desarrollado en 1995 por Eberhart y Kennedy, influenciados por

el comportamiento colectivo de algunas colonias de animales (Golinski,
J., 1970, pp. 287-309). Su esquema computacional se describe como:

Vi =wrViteans (P -X)+c*ns(B-X) (2

Xip1 =Xi +Vig (3)

Como se puede observar en las ecuaciones (2) y (3), si se opera en un
espacio vectorial de N dimensiones se tiene que el vector X, representa la
posicion de cada particula expresado como Xi = (X, Xi,....X, )mientras
que el vector ¥, representa su velocidad expresada como Vi= (V,, Vi,,...
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,V. ). Como se puede analizar en la ecuacion (2), en cada posicion de la
particula se analizan dos valores relacionados con el dptimo de la funcion,
la mejor posicion de cada particula (P,.) representado por Pi = (P,, Pi,...
,P. )y la mejor posicion de toda la poblacion (P expresado mediante
Pi=(P, Pi,..P, ).

global)

Finalmente se tienen c,, ¢, las cuales son constantes positivas llamadas
“coeficientes de aceleracion”, w es la ponderacion de inercia; r,y r,, valores
aleatorios que estan en unrangode 0 a 1.

PSO unificado (U-PSO)

Las propiedades de busqueda del mejor local, P, , y global P, son
aplicadas en una mejora al algoritmo, donde las velocidades del global
G,y el local L. se definen como sigue (Parsopoulos, K. E., Vrahatis, M. N.,
2005, pp. 590-599), (Parsopoulos, K. E., Vrahatis, M. N., 2007, pp. 198-
213):

G; = X(Vs +epxr (P —X) + ¢y x1a(F, _XE)) (4)

Li=x(Vi+ o * (P—X) + e xy(By — X)) (5)

Estas dos direcciones son unificadas en una sola ecuacion.
Ui= u*G£+(1—u)*rn*L£ (6)

El factor de restriccion en las ecuaciones (4) y (5) se introduce para limitar
la velocidad de las particulas evitando asi la explosion del enjambre.
El factor de unificacion en la ecuacion (6) determina el dominio de las
componentes global y local enriqueciendo las capacidades de busqueda
del algoritmo. La ecuacion (3) que modela la posicion de las particulas se
remplaza por:

Xipr =X+ U; (7)

Para manejar las restricciones se trabajo con una funcion de penalizacion,
que modifica la funcion objetivo mediante un factor que busca castigar
aquellas particulas que no se encuentren dentro de la region factible.

La Funcion de Penalizacion

Los problemas en ingenieria generalmente estan sujetos a restricciones
de la forma:

gi(x) <0 i=1,..., m
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Para el manejo de estas restricciones se uso una funcion penalizada fp (x)
definida como (Konstantinos, E. et al, 2010, pp. 142-258):

() =f() +ki+H(x) (8)

Jp (x), corresponde a la funcion objetivo y H (x) es el factor de penalizacion.
El valor de penalizacion varia con el nUmero de iteraciones k. La funcion
H(x) se defini6 en la ecuacion (9) como,

HGx) = Zo(0(0:00) + giGy @) siendo g = {1 9090
©)

Los parametros de penalizacion se establecieron en las ecuaciones (10) y
(11) comn:

10, si g;(x) < 0,001
20, si 0,001 <g;(x) <01
a(g; = ! 10
(9®)=1100, s o01< g <10 (9
300, de otro modo
‘ _[N si gi(x)<1 11
r(9:(x)) {2 de otro modo ULl

r(g(x)), esta relacionada con el peso de la funcion de penalizacion, es
decir, aplica una sancion segun sea la intensidad de la violacion de las
restricciones. Los valores de los parametros de penalizacion que se
muestran en la ecuacion (11), se proponen como resultado de calculos
experimentales (Jinn-Moon Yang, Ying-Ping Chen, Jorng-Tzong Horng,
and Cheng-Yan Kao, 2002, pp. 207-208).

El Enjambre

Para que las particulas permanezcan dentro de los limites de la region de
busqueda se definid (Gao F, Yibo Qi, Qiang Yin, Jiaging Xiao, 2002, pp.
1-4):

Xmax — 0!1 e Tandl e (xmax - xmin)l Xi = Xmax
X; = { Xmin + 0,1 * rand; * (Xmax — Xmin) Xi < Xpin (12)
X, de otro modo

De igual manera para inicializar las particulas se tuvo en cuenta que se
encontraran distribuidas aleatoriamente dentro de la regiéon comprendida
entre los limites superior e inferior. Para ello se emplearon las ecuaciones
(13) y (14) (Ruben E. Perez and Kamiran Behdinan, 2007, pp. 376-377):
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Xg = Xmin T+ rand3 (xmax - xmin) (13)
Vo = Xmin + 1ands(Xmax — Xmin) (14)

3. RESULTADOS Y ANALISIS

Las caracteristicas del equipo en el cual se realizaron todas las pruebas
son: Sistema Operativo Windows 7, procesador AMD Athlon Il Dual-Core
M300 2GHz y memoria RAM de 2 Gb. Para comprobar la efectividad del
algoritmo se resolvieron varios ejercicios de los cuales solo se presentan
los resultados de uno de ellos (funcién helical valley); con dichos ejercicios
se buscO observar la precision, el efecto del factor de unificacion, el
tiempo de computo, el efecto que tiene la precision sobre la calidad de las
soluciones y el costo computacional que esto implica.

El error para cada variable se define en el algoritmo como el valor absoluto
de la diferencia entre la particula siguiente y la particula anterior como se
aprecia en la ecuacion (15):

error = |xj.1 — x;| (15)

Para observar el comportamiento de la funcion objetivo y el efecto que
tiene la precision sobre ésta, se varid esta Ultima, definida como parametro
de entrada y criterio de parada del algoritmo (una vez p < error ). A
continuacion se muestran los resultados de uno de los gjercicios realizados
y encaminados a verificar la fiabilidad de los métodos numéricos.

Ejercicio (funcion helical valley)

fx)=10(x3—100(x;; x2)) + (10 (\#xf —xZ -1 ))2 + x2, (16)

donde:
—tan - — sixg >0
O(xy 5%, ) =

1 _, X2 )
—tan™'—=+0,5 six; <0
2 x,

Enla Tabla 1 se registra solamente el efecto de la precision sobre la funcion

objetivo con un factor de unificacion p = 0,5 y una poblacion inicial de 100
particulas.
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Tabla 1. Efecto de la precision, u = 0,5 ,100 particulas

T
Precision X, X, X3 f(x) Iter. | (s)
1x107* | 0,9981 | 0,1549 | 0,2500 | 0,0750 5 3
1x 10~ | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 2,6188x 107 | 117 |3
1x10~* | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 1,9729 x 107 | 138 | 5
1x 107> | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 56784 x 1072 | 147 | 4
1x107¢ | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 6,3241x107'° | 82 |4

Fuente: los autores

Como se aprecia en los resultados obtenidos en esta tabla para p=1 x 10
la solucion tiende a un valor que satisface la funcion objetivo. Se advirtié un
efecto no deseado al tomar valores del factor de unificacion en diferentes
rangos. La mejor opcidn se encontré entre u = 0,3 y u = 0,5. Sin embargo,
u = 0,5 se selecciond dado sus buenos resultados numéricos y bajo
tiempo de computo. Los resultados confirman la respuesta reportada por
las referencias (Rao, S., 2009, pp. 446-483).

Resultados para el Reductor de Golinski

La definicion de la precision estuvo influenciada por el sentido fisico de la
respuesta y estrechamente relacionado con la fabricacion del reductor.
Para la obtencion de los resultados, algunos de los cuales se presentan
a titulo de ejemplo, se utilizd una precision p=1 x 10#. La funcion objetivo
quedd como:

f(®) = 0,7854C,M4*(3,3333N,> + 14,9334N, — 43,0934) — 1,508C,(D,* + D,?)
+7,4777(D,* + D;*)

+0,7854(L, D, + L,D,%) a7

En la Tabla 2 se muestran las restricciones que limitan la funcion objetivo
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Tabla 2. Restricciones de la funcion objetivo

@ 27 . . 397,5
H\X) =T —— g2lx) = ——=—- 1.93L3
CoMy™Ny CoMy"Ny g:(%) = _14_ 1<0 (20)
MdeDI
<0 (18) <0(19)
1,93L,° 1,0 745,0L\°
g =—"5-1<0(21 ) = — {(( e 1) +16,9x106)—1s0 22
9488 = MaNgD,* @D | g5 1100, | \\"MN, (22)
10 [//74500,\* : L MgN,
=——_ |[(Z2222 1< = —-1<0(24
9@ 85023\}(( T ) +15?,5x10) 15023 | 9@ =5 24
. A .. 15D, +19
5M go(¥) = ——-1 G10(¥) =————-1
9@ =>4 =150 (25) b =
‘ <0 (26) <0(27)

11D, +1,9

-1=<0(28
» < 0(28)

g (@) =

Fuente: Los autores

Cada restriccion tiene un sentido fisico relacionado con la tension de flexion
de los engranajes, la tension de compresion maxima, limites de longitud,
el numero de dientes de pindn y sus valores numéricos son ajustados con
los parametros propuestos en (Agrawal, G. et al, 2004, pp. 21).

En total son once restricciones, todas expresadas como desigualdades
y No existen parametros fijos. El algoritmo debe ser capaz de encontrar
una solucion que satisfaga las restricciones. Se manejan siete variables
continuas en el disefio del reductor, cada una con su respectivo limite
inferior y superior, que representan las condiciones fisicas impuestas por
el modelo general del peso de un reductor de velocidad:

26<(C,=<36;07=<M;<08;17<N;<28;73<L; <83;
78<L,<83;29<D,<39;50<D, <55

Efecto de la Precision

En la Tabla 3 se observa el efecto que produce aumentar la precision sobre
la funcién objetivo con un factor de unificacion u = 0,5 y una poblacion de
100 particulas.
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Tabla 3. Efecto de la precision, ,100 particulas

F'reﬁisié Xy X3 X3 Xy Xg Xg X f(x) Iter. {;)
[ 3541 | 0701 | 17,019 | 7.814 | 7.812 | 3.473 | 5,300 | 3070,
12107 | 5 6 5 7 6 6 7 1 13 9
_, | 3,502 | 0,700 | 17,005 | 7,655 | 8,141 | 3,355 | 5,289 | 3013,
12107 | o 4 1 7 6 3 3 3 L &
_4 | 3,500 | 0,700 | 17,001 | 7,357 | 8,205 | 3,354 | 5,287 | 3008,
1x107* 9 0 0 9 7 6 2 0 4556 19
1x10-* 3,500 | 0,700 | 17,000 | 7,305 | 7,801 | 3,350 | 5,286 | 2996, | 782765 | 2230
1 0 1 1 7 3 8 6 6 7

Fuente: los autores

En la Figura 2 se observa el efecto de aumentar la precision sobre la
funcion objetivo con una poblacion inicial de 100 particulas y un factor de
unificacion u = 0,5 .

3.‘4 L L 1 L 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Momero de particulas

Md {cm)

1 1 1 L 1
10 20 a0 40 50 60 70 80 90 100
Mimero de particulas

0695 : e - g
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MNumero de particulas

Reductor Golinski
3200

100

3150

o L
F=3 purd
o =
k= =

w
f=3
f=3
=
T

Valor de la funcién objetivo ()

2950

2900 1 1 | 1

1
10 20 30 40 50 60 70 80 90
Mumero de particulas

Figura 2. Efecto de la precision, p =1 x 10"y p =1 x 10
en la funcion objetivo y sus variables

Fuente: Los autores
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Los resultados obtenidos muestran que los valores adquiridos por la
funcion objetivo y las siete variables mejoran al incrementarse la precision.
Como consecuencia de ello, aumentar la precision requiere un mayor
costo computacional, tal como se observa en los resultados. La Figura 3
corresponde a un aumento de la precision hasta p =1 x 10*, para observar
el efecto de ésta sobre el valor numérico de la funcion objetivo.

Reductor Galinski

3020 ! ' I | |

semennens =) (01

— 20,0001

3015 q

a0

3005 - b

3000 + 4

Valor de la funcion objetivo (g)

2995

2990 L L 1 1 . L - L 1
10 20 30 40 50 60 70 &0 90 100
MNimeara de pariculas

Figura 3. Efecto de la precision. Se incluyen solamente la funcion objetivo
Fuente: Los autores

Al observar las graficas de la Figura 3 se aprecia un cambio positivo en
los valores numéricos que adquiere la funcion obijetivo y las variables
de disefio. El aumento de precision se refleja en la oscilacion de las
particulas solucion. Por tal motivo, los valores con p =1 x 107 muestran
un comportamiento mas aleatorio en comparacion con las soluciones
encontradas para p =1 x 10*a razoén del valor que toma el error como
criterio de convergencia, influyendo sobre el nimero de iteraciones v el
tiempo de computo.

Efecto del Factor de Unificacion

Se encontré que el rango para el factor de unificacion ideal estaba entre
u=0,5yu=1, aunque el mejor valor para este factor fue de u =0,5. Incluso
ofrece un mejor resultado y un menor tiempo de computo. Otros valores
como se acercaron también a la respuesta, sin embargo, requieren un
mayor gasto de recursos.

Comparacion entre PSO y U-PSO

En la Tabla 4 se muestra la diferencia entre PSO convencional (w =0,5) y
U-PSO u = 0,5 A=PSO, B=U-PSO. Los dos algoritmos trabajan con una
precision fijap =1 x 102 .

Universidad Catdlica de Pereira



196

Tabla 4. Resultados de los dos algoritmos: PSO y U-PSO, p =1 x 102

N X, X, Xq X X X X7 f(x) Iter. !
(s)

A | 20 | 3.5012 | 0.7000 | 17.0036 | 7.8322 | 8.1234 | 3.3514 | 52879 | 3010,3 | 337245 | 215
B | 20 | 3,5020 | 0,7003 | 17,0002 | 80005 | 7,8060 | 3,3534 | 52958 | 3011,3 | 427 22
A | 40 | 3.5003 | 0.7000 | 17.0050 | 7.4991 | 7.8403 | 3.3538 | 5.2871 | 30012 | 829965 1091
B | 40 | 3,5051 | 0,7001 | 17,0010 | 7,5407 | 8,1445 | 3,3777 | 5,2888 | 30171 | 281 8
A | 80 | 3.5018 | 0.7000 | 17.0047 | 7.7038 | 7.8208 | 3.3571 | 5.2876 | 3004,1 | 13850 42
B | 80 | 35013 | 0,7002 | 17,0027 | 7,6802 | 8,2760 | 3.3579 | 5,2890 | 30153 | 203 7
A | 100 | 3.5004 | 0.7000 | 17.0006 | 7.3643 | 8.0103 | 3.3504 | 5.2871 | 3002,1 | 2305416 | 6586
B | 100 | 3,5274 | 0,7013 | 17,0198 | 82634 | 7,8825 | 3,3923 | 52800 | 30401 | 22 7

Fuente: Los autores.

PSO convencional requiere mayor nimero de iteraciones para acercarse
a la solucion de U-PSO, reflejado en un mayor costo computacional y un
incremento en el nimero de iteraciones.

Sibienlos valores de la funcion objetivo son muy cercanos cabe resaltar que
U-PSO empled considerablemente menos tiempo en llegar al mismo valor
en comparacion con el PSO convencional. Se encontré que aumentando
el nimero de particulas mayor es la rapidez en alcanzar el 6ptimo. No
obstante, esta tendencia no es linealmente decreciente, ver Figura 4.

Reductor Golinski
3028 T T T T T T T

3026
2024
3022
3020

Valor de la funcién objetivo (g)

1 1 1

1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tamafio del enjambre (particulas)

Figura 4. Funcion objetivo vs tamarfo del enjambre,,
Fuente: Los autores

De la Figura 5 se observa que los valores solucion estan relativamente
cerca unos de otros para un mismo tamano del enjambre (baja dispersion).
Esto se debe a los valores que toman las posiciones y velocidades
inicialmente. Por esta razén el tiempo de computo y nimero de iteraciones
dependen de qué tan cerca del 6ptimo estén ubicadas las particulas para
iniciar su proceso de busqueda.
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Reductor de Golinsk

T T T T T

800 1 =
700~ -
600 - -
500} - _
400} .

300 1

Mumero de iteraciones

200 1

[ 1 O

1
2996 2098 3000 3002 3004 3006
Valor de la funcién objetivo (g)

Figura 5. Numero de iteraciones vs tuncion objetivo,
p=1x1073 u=0,5 100 particulas
Fuente: Los autores

Factor de Restriccion X

A medida que incrementa su valor (cercano a uno) se alcanza el dptimo,
con la desventaja de incrementarse el nimero de iteraciones que a su
vez se refleja en mayor costo computacional. Los demas parametros del
algoritmo se dejaron fijos, ver Figura 6.

Reductor Golinski

T T T T T T T

30201

3025

Valor de la funcidn objetivo (g)

30201

30151

3010 1 1 1 1 1 1
1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Nimero de particulas
Figura 6. Funcion objetivo en funcion del nimero de particulas
y factor de restriccion
Fuente: los autores

Entre menor sea el factor de restriccion mas dispersas estan las
particulas. Sin embargo, para valores desde 0,5 a 0,6 se presenta un
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mejor comportamiento, entregando mejores resultados. Este problema de
optimizacion se resolvid también mediante el uso de software comercial
que utiliza optimizacion deterministica y como caja negra para el usuario.
Sus resultados se muestran en la Tabla 5. Se registran Igualmente los
resultados obtenidos mediante el PSO modificado para el manejo de
restricciones (SiC-PSO), (Cagnina, L. C. et al, 2008, pp. 323-324). Estos
valores confirman la exactitud de los resultados obtenidos en este trabajo
con una precision de p =1 x 10* y utilizando U-PSO como estrategia de
optimizacion.

Tabla 5. Resultados del U-PSO contrastados frente a software comercial
y al SiC PSO.

Método X4 X3 X3 X4 Xs Xg Xy )
3,500 | 0,700 | 17,000 7,801 | 3,350 2996,60
U-PSO 7,3051 5,2868
1 0 1 7 3 93
Softwar
e 3,500 | 0,700 | 17,000 7,800 | 3,350 2996,34
comerci | 0 0 0 LELLR 2 5,2867 | g5
al
SiC 3,500 | 0,700 | 17,000 7,800 | 3,350 2996,34
PSO 0 0 0 7,3000 0 2 5,2866 81

Fuente: Los autores

4. OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES

El valor ideal para el factor de unificacion para este problema en particular
fue de 0,5 a razdén de sus propiedades balanceadas. El reductor 6ptimo
de Golinski encontrado con U-PSO para coincide bastante bien con los
resultados obtenidos por otros métodos de optimizacion, demostrando
su efectividad (ver Tablas 4 y 5). Aumentar la precisidon por encima de
1x10*conllevaria a una respuesta mas cercana a la tedrica. Sin embargo,
para el caso del reductor de Golinski no es atractivo dado que se esta
supeditado al proceso de fabricacion, donde incrementar unas décimas
de milésimas no representa ningun valor practico.
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