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Resumen - Los métodos espectrales han sido aplicados con éxito a
las simulaciones numéricas en muchos campos, tales como conduccion
del calor, dinamica de fluidos, mecanica cuantica, entre otros. Son
herramientas de gran alcance para hallar soluciones numéricas de
ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales.

Este articulo presenta un método espectral basado en la interpolacién
polinomial en nodos distribuidos segiin mallas de Chebyshev, para
resolver una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con
coeficientes constantes. Se evidencia la precisién de dicho método en
comparacion con el método de diferencias finitas y se fundamenta desde
el punto de vista teérico esta superioridad.

Palabras Clave - Aproximacion, diferencias finitas, ecuaciones
diferenciales, matriz de Chebyshev, método espectral.

Abstract - Spectral methods have been successfully applied to
numerical simulation in a variety of fields, such as heat transfer, fluid
dynamics, quantum mechanics and so on. They are powerful tools for
the numerical solutions of differential equations, ordinary and partial.

This paper presents a spectral method based on polynomial
interpolation nodes distributed according to Chebyshev grids, to solve a
second order ordinary differential equation with constant coefficients. It
demonstrates the accuracy of this method as compared to finite difference
method and this advantage is theoretically explained
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I. INTRODUCCION

ntre los métodos numéricos para resolver ecuaciones

diferenciales, los Illamados métodos espectrales
constituyen actualmente un campo de gran actividad tanto
teorico como de aplicaciones. Ellos ocupan un destacado
lugar como herramienta para la simulacion numérica junto
con los métodos de elementos finitos y diferencias finitas. En
las ultimas décadas han sido aplicados con éxito en campos
tales como conduccion del calor, dindmica de fluidos,
mecanica cuantica y otros (Guo, 98).

La caracteristica distintiva de los métodos espectrales es
el uso de diferentes sistemas ortogonales de funciones de
aproximacion o de expansion (trial functions). Cada sistema
de funciones de aproximacion conduce a su correspondiente
aproximacion espectral. Asi por ejemplo, para problemas
periddicos se utilizan polinomios trigonométricos, para
problemas no periddicos se usan polinomios de Chebyshev

y de Legendre, para problemas sobre la semirrecta x =0
polinomios de Laguerre y para problemas en la recta real
polinomios de Hermite.

Los inicios de los métodos espectrales pueden ubicarse
a principios del siglo XX. Entre los hitos importantes se
pueden mencionar los trabajos de Galerkin (1915) en cuyo
enfoque las funciones de aproximacién y las funciones de
ponderacion son las mismas; Slater y Kantorovich (1934):
método de colocacion; Lanczos (1938) quien establecié que
una adecuada eleccion de las funciones de aproximacion y la



distribucion de los puntos de colocacion son decisivas para la
precision de la solucion; Clenshaw (1957) y Norton (1963):
Meétodo ortogonal de colocacion; Villadsen y Stewart (1967):
aplicacion del método de colocacion a problemas de valores
en la frontera; Kreiss, Oliger y Orszag (1972): aplicacion del
métodos espectral de colocacion a ecuaciones diferenciales
parciales; Silberman (1954): aplicacion del método de
Galerkin en resolucioén practica de ecuaciones diferenciales
parciales en problemas de meteorologia; Gottlieb y Orszag
(1977): primera valoracién matematica unificada de la teoria
de los métodos espectrales; Funaro (1992) y Guo (1998) :
aproximacion de ecuaciones diferenciales por expansiones
polinémicas; Tadmor(1998), Gottlieb y Hesthaven (2001),
Cohen (2002), Bernardi Dauge y Maday (1999): aplicaciones
especificas tales como problemas hiperbodlicos, ecuaciones
de onda y dominios con simetria axial.(Canuto, et al., 2006).

II. DESCRIPCION DEL METODO ESPECTRAL

Se considera el problema de valor inicial

Ypy'+qy = f(x), -l<x<l M
y(=)=0, y(1)=0

Donde p y ¢ son constantes reales, yEC”[-1,1] y
f es una funcion de variable real.

Para simplificar el problema se supone que la funcion
objetivo y= y(x) esta definida en el intervalo[-1,1]. (Aunque
luego veremos que esta restriccion se remueve facilmente, es
decir, puede estar definida en otro intervalo).

Sobre el intervalo [-1,1]se define una malla no homogénea
dada por los 7 + 1 puntos X,,X,, ..., X, definidos por:

x, =cos() 0 <k <n 2)

llamados puntos o nodos de Chebyshev, los cuales son
las proyecciones sobre el eje x de puntos igualmente
espaciados sobre el circulo unitario (Ver figura 1). La
razén para introducir este tipo de malla en lugar de una
malla equiespaciada es que en este método espectral se
utiliza interpolacion polinomial la cual es muy sensible al
efecto Runge (Trefethen, 2000), un fenémeno indeseable
(similar al fenomeno de Gibbs) que consiste en la pérdida
de convergencia de las aproximaciones polinomiales en los
extremos del intervalo.
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Fig. 1. Nodos de Chebyshev
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Una aproximacion discreta 7 = 7,7, ..., I, | de la derivada
de y en los nodos de Chebyshev se consigue calculando P,
el polinomio de Lagrange que interpola la funcién y en los
nodos y definiendo:

r,= Pn'(xj)
Se tiene entonces:
V() =r; =B (x), 4)

Existe un operador diferencial D, representado por una
matriz (7 +1)x (7 +1) llamada matriz de diferenciacion
de Chebyshev, tal que la ecuacion (3) puede escribirse como

r =D, [P,(x))scns P (x,)]" 5)

3)

j=01,...,n

El operador diferencial D, tiene la forma

[ 24741 2(-1)’ D" ]
6 1-x; 2
—%; . (-n"*/
2(1-x;%) x;=X;
(_l)i (_l)i+j (_1)i+j (_l)n+i
2(1-x;) X=X, : X;=X; 2(1-x;)
: (-n™ —X; :
X;=x; 2(1-x;%)
_ e _ 20 _2nl4l
2 1+x; 6

También se obtiene una aproximacion numérica de y"(xj K

Donde para calcular v = [Vo>Vse-es v, ] se utiliza la matriz
D, es decir:

v =D P,(x) = D[P,(Xy)yerrs P, (x,)]" (7

Escribiendo en la notacion de operador la ecuacion
diferencial del problema (1) se obtiene

Dji)n(x]) + pDnP:q(xj) + an(xj) = f(x_j)
j=0l..n

Y(x)=v,=PB"(x,), j=0,L..n

®)

Ahora se vera que en realidad se puede reducir el orden de la
matriz D, eliminando la primera y Gltima filas y también la
primera y ultima columnas.

Debido a las condiciones de frontera del problema, el
polinomio interpolante satisface las condiciones
p(xp) = p(x,)=0

Por tanto simbolizando p(x ].) como p; laecuacion (5) se
puede escribir en la forma

1T 1m0 1
h P
= D, :

pn—l
v, 0
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Donde se hace evidente que el valor de la primera y tltima
filaen D, es irrelevante.

Por otra parte como los valores de p(x,) y ya no son
incognitas podemos ignorar la primera y la tltima fila de

D, . En resumen podemos sustituir la matriz D, por la

matriz de orden (7 —1)x (7 —1) que se obtiene al eliminar
en D, la primera y ultima filas y también la primera y
ultima columnas, a la cual llamaremos Dn .

Asi, la expresion (7) se transforma en
T _ N2 T
[V] s Vg ] = Dn [Pn (xl ),...,Pn(xn_] )]
Ademas, en la ecuacion diferencial (8) se tiene
~, ~
DnPn('x_j) + pDnRz(x_j) +q Pn(x_j) = f(x_/)
j=1..,n-1

©)

Para encontrar P, (x /') , la aproximacion numérica de V ,
basta con solucionar el sistema lineal

D}P,(x;)+ pD,P,(x)+q P,(x,) = f(x,)
< [D} + pD, +qI1P,(x,) = f(x;)
< MP,(x,) = f(x,)
Con M =D} +pD, +ql, P(x,)=[P...
f=0f»f,,], donde fj =f(xj)

9P11—1] y

1.1 Otras condiciones de Frontera.
Si se requiere resolver el problema general

u'"+pu'+qu = f(x), a<x<b

u(a)y=a, ulb)=p

Introduciendo el cambio de variable

(12)

X = %(b —a)t+ %(a +b) queequivale a
2 a+b

t= X -
b-a b-a

El problema (12) se transforma en
K*u"+kpu'+qu = f(kt +5s), -1<t<1 (13)
u(-=a, ul)=p

dt 2 a+b
donde k=—= y §=
dx b-a 2

Dividiendo por k? y renombrando las constantes se puede
escribir:

u'+pu'+qu =g(t), -l1<t<l
u(-1=a, u(l)=p

(14)
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Ahora se efectua la transformacion
u(r) = y(1) + w(r)
Donde W(?) = %O!(l -1)+ %/J)(l +1). Se observa que
u(-)=ayul)=p.
Con esto el problema puede llevarse a la forma
Y'py'+rqy=h(t), -1<t<l 15)
y(=1)=0, y(1)=0

Donde, (1) =g(t) -3 p(B - ) - qw(r)

evidentemente la forma del problema (1)

que tiene

1.2 Estimativos del error

Es importante destacar la diferencia que existe entre las tasas
de convergencia de los métodos de diferencias finitas y los
métodos espectrales.

A medida que N aumenta, el error que se genera en
un esquema de diferencias finitas o elementos finitos
normalmente disminuye en un orden de  O(N™™)  para
alguna constante m que depende del orden de aproximacion
y la suavidad de la solucion.

Para un método espectral, se consigue una convergencia del
orden Q(N™") para todo m (es decir m arbitrariamente
grande), siempre que la solucion sea infinitamente
diferenciable, e inclusive, se consigue una convergencia mas
rapida a una tasa de O(CN ) (0 <c<1) si la solucion es
adecuadamente analitica. A este comportamiento se le llama
precision espectral. (Trefethen, 2000).

En general un interpolante polinomial sobre una malla
uniformemente espaciada tiene un pésimo comportamiento.
Cuando una funcién suave se interpola mediante un
polinomio en una malla equiespaciada de N +1 puntos la
convergencia de la aproximacion falla cuando N — o0 y
mas aun, empeora a una tasa de 2" Si se intenta calcular
las derivadas espectrales derivando tal aproximacion el
error crece en un factor similar. El enfoque correcto es
utilizar interpolacion polinomial en una malla no uniforme
que acumule los puntos en los extremos. La caracteristica
esencial de esta malla de puntos es que cuando N — oo
asintdticamente, los puntos estan distribuidos con una
densidad (por unidad de longitud) dada por

N

a1 = x?

El ejemplo mas simple de una de tales mallas es el conjunto
de nodos de Chebyshev, definidos en (2). Para explicar
porqué esta distribucion es adecuada, se utiliza la teoria del
potencial en el plano complejo (Trefethen, 2000).

Sea p un polinomio de grado N definido por,



N
p(z) = Hk=1 (z-2z,),donde {z,}
posiblemente complejas y contando multiplicidad.

N
Sea Pw (z)= % Ek=1 In|z- Zk | . Esta funcion

puede interpretarse como el potencial en z debido a cargas
puntuales en {z, } cada una con potencial . LIn |z -z, |

son las raices de p,

Claramente se tiene la relacion

Noy(2)

(16)

De donde puede deducirse que si@), (z) es aproximadamente
constante en [—1,1] , entonces p(z) se mantendra
aproximadamente constante en dicho segmento y por otra

partesi @y (2) variaen [=1,1] el efecto sobre | p(z) |
seran variaciones que crecen exponencialmente con /V .

| p(2)|=e

Ahora consideremos que N — opde modo que la malla de
puntos {x } se distribuye en[ -1, 1]con una densidad dada
por una fancion P(x) que satlsface la condicion

L o(x)dx =1

Supongamos que la malla {x } se distribuye en [-1,1] segin
la distribucion de Chebyshev

p(x) = ——
aNl-x* ’

A esta densidad corresponde el potencial

xE[-1,1]  (17)

Lz -~z -1 (18)

Las curvas de nivel de @ son elipses con focos en =1. En
particular la elipse que degenera en el segmento [-1,1] es
una curva de nivel de ¢ a lo largo de la cual el valor de ¢ es

p(z)= —In2

Por lo tanto, si un polinomio moénico p tiene N raices
ubicadas en[—1,1] segun la distribucién de Chebyshev,
entonces los valores de  p sobre [—1,1] oscilaran entre
valores de tamafio comparable, de un orden 2~V puesto que,
retomando (16):

| p(x)|=e (19)
La precision espectral en el caso que presentamos se debe
al siguiente teorema (Trefethen, 2000):

@(z) =

Ne(x) — eN(—In2) — 2—N

Teorema: Precision de la derivada espectral de Chebyshev

Supongamos que # es una funcion compleja analitica
sobre y dentro de la elipse de focos *1 sobre la cual el
potencial de Chebyshev toma el valor?;, esto es, la elipse
cuyos semiejes mayor y menor suman K =%/ *">  Sea

wla v-ésima derivada espectral de %, (U =1) . Entonces
W) Ay, ~N@in2)y N
u?(x,)]=0(e )=0(K™")

cuando N — o .

|Wj_
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2. Experimentos numéricos

Con el fin de mostrar el desempefio del método espectral
se resolveran dos problemas de valor inicial tanto por el
método espectral como por el método de diferencias finitas.
Se mostrara una grafica donde se compara la solucion exacta
y la solucion aproximada y otra donde se compara el error
absoluto (| sol.exacta - sol.aproximada |) obtenido
para cada método.

1.1.1 Ejemplo 1
Aproximar la solucion del problema de valor inicial

Y'-2y'+y=xe'—-x, -l<x<l

H(=D)=0, y(1)=0

La solucion exacta de este problema de valor inicial es

3
x’e* 3" ee” xe' 3xe" exe'
y= -X+ + - + - -2
6 2e 2 6 2e 2
[
-0.02} / |
004/
-0.06
-0.08}
syl [E—
.12/
A 08 0.6 04 0.2 0 0.2 04 08 0.8 1

Figura 3. Solucion exacta vs. Solucion aproximada método espectral
ejemplo 1

14%10°
12

1
0.8

0.6/

/\\/A \ F&A N

08 -06 1

Figura 4. Error obtenido en la aproximaciéon por método espectral
ejemplo 1

-0.02

-0.04

-0.06;

-0.08
-~ Sol. aproximada|
-0.1 —Sol. exacta
0.12
4 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 5. Solucion exacta vs. Solucion aproximada método diferencias
finitas ejemplo 1
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4
ﬁ-“o .

&

£

=]

% o8 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 6. Error obtenido en la aproximacion por método de diferencias
finitas numérica ejemplo 1
1.1.2 Ejemplo 2
Aproximar la solucion del problema de valor inicial
y'-2y'+5y =e"cos(2x), -l<x<l
y(=1)=0, y1)=0
La solucion exacta del problema de valor inicial es

_ xe”sin(2x) e’ cos(2x)sin(2)

4 4cos(2)
o ! ! . : !
0.6/
0.5
~Sol. aproximada
04~ —Sol. exacta

41 -08 06 -4 -02 0 02 04 06 08 1

Figura 7. Solucion exacta vs. Solucion aproximada método espectral

ejemplo 2

15
4x 10"

3.5

3
2.5+
2

% 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
Figura 8. Error obtenido en la aproximacion por método espectral

ejemplo 2
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0.7

06- |~Sol. aproximada|
0.5l —Sol. exacta

04
0.3
0.2
0.1}

41 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 9. Solucion exacta vs. Solucion aproximada método diferencias
finitas ejemplo 2

5x10°

4+

% o8 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 10. Error obtenido en la aproximacion por método de diferencias
finitas ejemplo 2

Las soluciones obtenidas por el método espectral al
problema de valor inicial muestran una precision mucho
mayor que las encontradas con el método de diferencias
finitas. El error obtenido usando 20 nodos con el método
espectral es del orden de [()~'°, mientras que el método de
diferencias finitas arroja valores del error del orden de 1 ()~

Al incrementar el nimero de nodos en el método de
diferencias finitas (alrededor de 17000) se obtienen valores
del error del orden de 1()~°, aun 6 6rdenes de magnitud por
encima del obtenido con el método espectral. Este aumento
de nodos genera incrementos ostensibles en el tiempo de
maquina.

Todos los experimentos numéricos se realizaron con
Matlab R2011b, usando algunas subrutinas que se encuentran
en (Trefethen, 2000), en particular, las rutinas que generan
los nodos y la matriz de diferenciacion de Chebyshev. Las
soluciones exactas y los graficos se obtuvieron usando
comandos de Matlab.

III. CONCLUSIONES

Al resolver problemas de valor inicial con
ecuaciones de segundo orden (coeficientes constantes) el
método espectral produce soluciones mucho mas precisas
que el método de diferencias finitas y esta ventaja no puede
reducirse aumentando el nimero de nodos.



La magnitud del error obtenido usando el método espectral
es del orden de 107 rnuy cercano al épsilon de la maquina
(eps=2.2%10" 16). Es decir que el método aprovecha al
maximo la precision numérica disponible.

La precision del método espectral utilizado aqui se basa en
la condiciones de regularidad de la funcion objetivo, esto es,
en el hecho que esta funcion es infinitamente diferenciable.
Se puede verificar que las funciones solucion (objetivo) de
los problemas de valor inicial se ajustan a las condiciones
dadas, es decir, son funciones infinitamente diferencialbles
en[-1, 1].

Como era de esperarse, las aproximaciones polinomiales a las
soluciones obtenidas por el método espectral se comportan
bien en los extremos de los intervalos correspondientes. Es
decir, el error no se desborda cerca de estos extremos, como
puede verse claramente en la figura 4 y en la figura 8.
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