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RESUMEN

En el presente articulo se propone una metodologia que permite
la incorporacion de la teoria de los grupos de LIE, en relacion con las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO’s) de primer orden, a nivel de
pregrado en cursos de ingenieria. Se plantea una discusion sobre los
fundamentos tedricos del método de los grupos de LIE en la solucion de
ecuaciones diferenciales de primer orden y se identifican los presaberes
necesarios para una adecuada ensefianza del método a este nivel.

Asi mismo, se determina una metodologia y se presentan los resultados
de la aplicacion de la misma en cursos regulares de EDO'’s, encontrandose
que la metodologia propuesta es adecuada para los estudiantes expuestos
a la misma, ya que interiorizaron los presupuestos tedricos y el concepto
unificador de la invariacion bajo grupos de simetrias y logran resolver, en
forma analitica, EDQO’s de primer orden tanto lineales como no lineales.

Palabras Clave: ecuaciones diferenciales, grupos de LIE, factor integrante.
ABSTRACT

This article presents a methodology that allows the introduction of
the LIE theory in relation to first order ordinary differential equations
for undergraduate engineering courses. The theoretical background
needed is identified. A methodology was determined and the results of
its application in the regular course of ODE’s are presented. It was found
that the proposed methodology is adequate. The students exposed to this
methodology interiorized the related concepts and were able to solve linear
and not linear first order ODE’s analytically.

Key Words: differential equations, LIE groups, integrating factor.

1. INTRODUCCION

Es innegable el impacto que el estudio de las ecuaciones diferenciales
ha tenido en la solucion de problemas practicos de las ciencias y las
ingenierias: el crecimiento de poblaciones, el desarrollo de reacciones
quimicas, las vibraciones libres y forzadas, los problemas de transferencia
de masa y calor entre otros, son solo una muestra. Dichas ecuaciones han
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sido abordadas habitualmente bajo los puntos de vista analitico, numérico
y cualitativo. Estos caminos, interdependientes entre si, permiten una
comprension mas completa de los fendmenos estudiados.

En particular la teoria que se expondra en este escrito, permite la obtencion
de soluciones de tipo analitico “soluciones exactas” de ecuaciones
diferenciales. Estas soluciones exactas pueden ser usadas como modelos
para analizar el comportamiento de sistemas fisicos y tedricos, tendencias
al infinito; para contrastar y validar algoritmos usados en la obtencion
soluciones numéricas 0 como paso intermedio en la comprension de
fendmenos de naturaleza mas compleja.

La teorfa de los grupos de LIE en relacion a las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO’s) tuvo su origen a finales de 1800, cuando el matematico
noruego Sophus Lie logro relacionar esta area con los trabajos de Evarist
Galois en la solucion de ecuaciones algebraicas. Entre los resultados mas
relevantes de Lie, esta el haber identificado la invariacion de una EDO
de primer orden bajo un grupo de simetrias como una condicion para
su solucion en términos de cuadraturas. Lo anterior permite abordar la
mayoria de EDO’s que se estudian en un curso regular de ecuaciones
diferenciales, desde una mirada unificadora que recoge bajo la caracteristica
de la invariacion ecuaciones que histéricamente se fueron resolviendo bajo
diferentes heuristicas sin una aparente relacion conceptual entre ellas.

Normalmente esta teoria se ofrece en cursos a nivel de maestria y
doctorado en fisica o matematica o en cursos avanzados de pregrado
en matematica. Lo anterior se debe a los presaberes y habilidades
matematicas necesarias para un tratamiento a fondo en este tema. Los
docentes de cursos de ecuaciones diferenciales en programa de pregrado
en ingenieria, enfrentan el desafio de ensefar técnicas de solucion de
EDOs de primer orden sin una base conceptual que las unifique. La gran
mayoria de docentes de esta clase de cursos desconocen la existencia de
la Teoria de LIE y los pocos que manejan esta tematica, no cuentan con
una metodologia adecuada para su ensefanza a nivel de pregrado.

Por lo anterior se planted la necesidad de disenar un método apropiado
para la incorporacion de la Teoria de LIE en los cursos de ecuaciones
diferenciales ordinarias a nivel de pregrado, la cual se describe en el
presente trabajo y es fruto de un proceso conjunto al interior de los grupos
de investigacion: Fisica y Matemética con Enfasis en la Formacion de
Ingenieros (Universidad Auténoma de Manizales), GEINED (Universidad
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Tecnologica de Pereira) y Matematicas y Estadistica (Universidad de
Caldas).

2. DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS

2.1 Conceptos Teoricos

Aunque es dificil por lo extenso de la Teoria de LIE recoger todos sus
conceptos e implicaciones, se tratara de hacer una sintesis de los
resultados mas relevantes para el problema que se plantea.

2.1.1 Una ecuacion diferencial de primer orden, f(x, y, ") = 0 es invariante
bajo un grupo de simetrias de la forma:

Y
dx

1

1 r r
(donde o toma valores en los reales), si f(x, y;,3;) = f(x,y,)) , lo cual
implica la condiciéon de invariacion,

df (x,»,)') =0, @

x =p(x,y,a), y=¢xy,a), y,=0xyy,a)=

la cual es equivalente a la ecuacion (3) [1],

Efe+nf,+@ +@,—E)Y-E V) S, =0 ©)
donde,
op _0¢
é(x!y)zaazos ??(an’)—%a:O (4)

2.1.2 A todo grupo uniparamétrico de transformaciones de la forma (1)
estan asociados generadores o simetrias infinitesimales dados por (4) si se
imponen condiciones de diferenciabilidad adecuadas a las funciones que
intervienen (Olvert, 1993).

2.1.3 Si una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es invariante
bajo un grupo de transformaciones uniparamétricas, entonces existe
un factor integrante que puede construirse a partir de los generadores
infinitesimales asociados a dicho grupo (Emmanuel, 2001) como lo expresa
el teorema del factor integrante de LIE.

2.1.4 Teorema del Factor Integrante de LIE:

Suponga que la ecuacion sobre un dominio simplemente conexo,
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M(x, y)dx + N(x, y)dy =0, ©)
Es invariante bajo un grupo uniparameétrico, entonces la funcion
I 6)
X)=—, M +nN #0,
H(x) I+ N M +n.

es un factor integrante de la ecuacion dada.

La demostracion del anterior teorema (Olvert, 1993 y Campos 1995)
se sigue por la equivalencia entre la condicion de integrabilidad de las
ecuaciones exactas y la condicion de invariacion (3).

2.1.5 Si una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es invariable
bajo un grupo de transformaciones uniparamétricas, entonces es posible
construir un cambio de coordenadas bajo los cuales la ecuacion diferencial
se transforme en una de variables separables. Dichas coordenadas
dependen también de los generadores infinitesimales (Bluman, 1989).

Ejemplo 1: Para una mayor claridad se aborda la solucion de la siguiente
ecuacion diferencial, que si bien es una ecuacion lineal con un proceso de
solucion suficientemente conocido, nos permite ilustrar el método que
es Util para otro tipo de ecuaciones como las homogéneas y de Bernoulli
entre otras.

3
y’+ —y= e Para esta ecuacion se tiene:
X

Suponiendo € = 0, la ecuacion (3) se reduce a: ,?E +n,+1,(e" - i)y =)
X ' ; X

3
Asumiendo M, = 0, se obtiene: n= e_fI“"

luego, un grupo bajo el cual es invariante esta ecuacion diferencial esta
determinado por los generadores:

- f’m—
£§=0 y n=e>
El factor integrante de LIE para este caso es segun la ecuacion (6):
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El método de las exactas conduce a la solucion general:

y(x)=e'(x’ =3x> +6x—6)+C
2.2 Busqueda de los Generadores Infinitesimales

Como puede observarse, de la teoria expuesta y del ejemplo anterior,
la identificacion de los generadores infinitesimales es el paso critico en
el procedimiento de solucion. Para una ecuacion diferencial dada, la
ecuacion de invariacion (3) requiere para su solucion diversas heuristicas,
una de ellas incluye el uso de tablas previamente elaboradas en las cuales
se presentan generadores infinitesimales para algunas familias generales
de ecuaciones diferenciales (Emmanuel, 2001).

De acuerdo a la definicion de simetria de una ecuacion diferencial, no es
dificil intuir la posibilidad de la construccion de algoritmos computacionales
que realicen la tediosa y casi siempre extensa labor del calculo de simetrias,
que cae como es obvio en el problema de la solucion de sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales.

Hereman hace una clasificacion extensiva de los paquetes computacionales
especializados en el calculo de simetrias, (Hereman,1997), teniendo
en cuenta los alcances de cada uno de ellos en el célculo de simetrias
puntuales (las que hemos analizado), generalizadas y no clasicas, de si
resuelven o reducen el sistema determinante o si permiten o no interactuar
con el usuario.

Entre la variedad de programas de computacion que permiten encontrar
las simetrias de una ecuacion diferencial, se hace especial mencion vy
uso del paquete LIE version 5.1, cuyo autor es A.K Head, teniendo en
cuenta que: es de dominio publico desde 1996, Ultima actualizacion afio
2000, ocupa poco espacio de memoria para su instalacion (328 KB), ha
sido revisado y contrastado con innumerables ejemplos de la bibliografia
clasica, su ejecucion es relativamente simple y permite un seguimiento
paso a paso en la rutina de solucion.

Los ejemplos que se presentan en la documentacion del programa han
sido extraidos en su mayoria de referentes de esta teorfa como son
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(Campos, 1995 y Bluman, 1989) y se encuentran como archivos .DAT.
Asi mismo, la informacion de la ecuacion diferencial a tratar debe grabarse
en un archivo con esta misma extension. Puede utilizarse por ejemplo
el tradicional block de notas de windows que utiliza solo caracteres en
mayusculas.

Software comercial de amplio uso en nuestro medio como el Maple con su
programa Liesymm (1994) y el Matematica con su programa Mathlie (1998)
son también opciones a tener en cuenta para el calculo de simetrias.

Uno de los aspectos mas esenciales en el uso de este programa es hacer
una adecuada entrada de los datos en archivo .DAT, se recomienda revisar
los ejemplos que ofrece el programa en su documentacion para tener una
idea clara del orden que debe seguirse.

Ejemplo 2: Ecuacién de Bernoulli

Para la ecuacion de Bernoulli: 2.y /4 +2y* +3x=0, )
" dx

se obtuvieron tres vectores:

1 0  x 0 1é yo 3 0
\"I =_T,\_* 1.’_, =—X +_.._" y \»’;:—n———qa————.
X"y oy ox 2yaoy C xéx x"ady 2xyoy

Para v, y v, es posible obtener los factores integrantes:

X
lul(xay):—s y )uz(xay):_

—————, respectivamente,
2 2x(y” +x)

los cuales transforman la ecuacion (9) en una EDO exacta.

Para el generador v, esto no es posible, ya que el denominador para
la ecuacion (B6) es cero. Los grupos asociados a vectores con esta
caracteristica reciben el nombre de grupos triviales.

Ejemplo 3: Ecuacion de Riccati

Para la ecuacion de Riccati:

x‘?@—x"y2+2x2y+1:0 (10)
dx
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se obtuvo el siguiente vector:

0 0
v, =2y——x—
' oy  ox
de donde se obtiene el factor integrante:
1

x*y? +4x’y—x’

;l(xsy) =-

el cual transforma la ecuacion (10) en una EDO exacta.
3. DESARROLLO METODOLOGICO

3.1 Identificacion de la Metodologia

No todos los temas de la Teoria de LIE pueden ser incorporados a un
curso regular de EDOs, tanto por la extension y complejidad de los
mismos, como por el nivel de conocimientos requerido. El estudio de la
Teoria de LIE revela dos caminos posibles para la solucion de EDOs de
primer orden que son:

3.1.1 Primero: a partir de un grupo de transformaciones continuas o grupo
de LIE, encontrar la ecuacion de primer orden mas general invariante bajo
este mismo grupo.

En este esquema es posible construir tablas de grupos uniparamétricos
de transformaciones y familias de EDOs invariantes bajo estos mismos
grupos. Lo anterior permite que una EDO dada, sea identificada si es
del caso como perteneciente a una de las familias anteriores, o de forma
equivalente reconocerla como invariante bajo un grupo de simetrias
conocido. Identificado el grupo pueden construirse coordenadas o
cambios de variables bajo los cuales la EDO se transforma en una de
variables separables.

Cabe también la posibilidad de emplear el teorema del factor integrante
de LIE para transformar la EDO en una exacta (ecuacion de solucion
conocida).

3.1.2 Segundo: dada una ecuacion diferencial de primer orden, hallar
su ecuacion de invariacion infinitesimal y resolverla para encontrar las
simetrias asociadas a grupos bajo los cuales es invariante la EDQO,
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Nuevamente con dichos grupos es posible construir coordenadas
(Canodnicas) que transformen la ecuacion en separable, o identificar
un factor integrante que transforme la ecuacion en una exacta. El
encontrar dichas coordenadas implica resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden en dos variables, el cual puede ser
abordado desde el método de las caracteristicas o mediante el uso de
ayudas computacionales.

Por otra parte, el método del factor integrante de LIE se fundamenta en la
equivalencia entre la ecuacion de invariacion de una EDO de primer orden
y la ecuacion para la busqueda de factores integrantes que se aborda
normalmente en los cursos de EDOs de pregrado. De acuerdo a esta
equivalencia, si existen generadores infinitesimales € y n que satisfagan la
ecuacion de invariacion, la ecuacion de busqueda de factores integrantes
queda también satisfecha tomando como factor integrante el dado en la
ecuacion (6).

Lo anterior sugiere que es posible abordar el método de las coordenadas
canodnicas y el método del factor integrante de LIE en un curso de
EDOs de pregrado, con los conocimientos previos observados en los
estudiantes a este nivel, teniendo en cuenta que el problema de resolver
las EDP que surgen en estos procesos puede llevarse a cabo con ayudas
computacionales, sin que esto menoscabe el objetivo principal que es
lograr una mejor comprension del concepto de invariacion de las EDOs
de primer orden como elemento unificador en la solucion de las mismas.
Se observa que el método del factor integrante de LIE puede aplicarse
de manera mas directa y ademas se relaciona con conceptos familiares
para el estudiante del curso de EDOs, como es el caso del estudio de las
ecuaciones no exactas con factores integrantes.

3.2 Metodologia Propuesta

La metodologia puesta a prueba esta fundamentada en la incorporacion del
método del factor integrante de LIE en los cursos regulares de ecuaciones
diferenciales ordinarias a nivel de pregrado. La forma tradicional como se
aborda el estudio de las EDO de primer orden implica la identificacion de la
ecuacion que se quiere resolver dentro de un conjunto limitado de familias
de ecuaciones, para las cuales se conoce de antemano un procedimiento
de solucion, asi se exploran las ecuaciones separables, lineales, exactas,
homogéneas, de Bernoulli, de Ricatti entre otras. Vale decir, que no
siempre la ecuacion en estudio cae dentro de estas posibilidades.
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Para incorporar el método de los grupos de LIE, deben tenerse en cuenta
las limitaciones de tiempo para adicionar un nuevo tema dentro del curso.
Por lo anterior se sugiere proceder de la forma acostumbrada hasta el
tema de solucion de ecuaciones diferenciales exactas. En este punto
se estudian las ecuaciones restantes junto con los artificios de solucion
correspondiente los cuales deben ser profundizados por los estudiantes
en el tiempo de trabajo dirigido. Lo anterior bajo un estricto seguimiento
del docente; posteriormente se discuten los lineamientos tedricos basicos
sobre la Teoria de LIE.

Eltema debe tratarse mediante ejemplos sencillos que ilustran la invariacion
bajo cambios de coordenadas de algunas ecuaciones diferenciales,
en concreto: las lineales, homogéneas y de Bernoulli. Se debe llevar al
estudiante alaconclusion de que paratodasellas, de solucionconocida, el
elemento comun es la invariacion. Seguidamente se muestra al estudiante
que la condicion para que una ecuacion sea invariante, se traduce en una
ecuacion diferencial parcial llamada ecuacion de invariacion, que a su vez
es equivalente a la ecuacion ya conocida obtenida en la blsqueda de
factores integrantes para ecuaciones no exactas.

A modo de ilustracion, para la ecuacion lineal, puede plantearse la
condicion de invariacion y mostrarse que ésta es equivalente a la ecuacion
diferencial parcial que surge en la busqueda de factores integrantes para
esta misma ecuacion, tomando el factor integrante dado en (6).

Luego resolver la ecuacion de invariacion para el caso particular (E=0),
verificando que el factor integrante encontrado por este medio es igual
al obtenido anteriormente en el curso. En esta parte la intencionalidad es
que el estudiante llegue a la conclusion, de que la existencia de grupos
de transformaciones continuas que hagan invariante una EDO de primer
orden, implican la existencia de € y n que satisfacen la ecuacion de
invariacion; se sigue que también debe existir solucion para la ecuacion
de los factores integrantes, dando cabida vy justificacion al Teorema del
Factor Integrante de LIE.

A continuacion se propone al estudiante el siguiente camino de solucion
al abordar una EDO de primer orden invariante bajo un grupo de simetrias

conocido:

e Plantear la ecuacion de invariacion.
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e \ferificar que Ey 1, asociados al grupo de simetrias satisfacen la ecu-
acion de invariacion.

e |dentificar el factor Integrante de LIE.

e |levar la ecuacion a una exacta y resolverla.

El docente debe hacer especial énfasis en que siempre que sea posible
resolver la ecuacion de invariacion para € y n, la ecuacion diferencial en
estudio sera invariable bajo un grupo de transformaciones continuas y sera
posible llevar la ecuacion a una exacta. También debera aclararse que aun
si la EDO de primer orden en estudio es invariable, puede darse el caso en
que no puedan explicitarse las soluciones de la ecuacion de invariacion.
También debe hacerse notar al estudiante, que el valor del método,
consiste en la posibilidad de una mejor comprension del estudio de la
solucion de las ecuaciones diferenciales desde una mirada unificadora.

El paso 2 de la lista anterior se aborda mediante tablas previamente
elaboradas como se ilustrd en el ejemplo 2, ¢ mediante un software
especializado en el tema como se ilustra en los ejemplos 3 y 4. En todo
caso sera imprescindible un acompanamiento permanente al estudiante
durante el proceso, mediado por talleres de afianzamiento y practica que
apunten a lograr los objetivos.

3.3 Evaluacion

La propuesta investigativa para la evaluacion de esta metodologia fue de
tipo descriptivo-cualitativo. Hasta donde los autores tienen conocimiento
no se ha reportado en la literatura un acercamiento semejante al problema
que se propone y en este sentido no es viable una comparacién con otras
metodologias. Para la evaluacion se diseharon dos instrumentos que dan
razon del desempeno de los estudiantes. En cuanto a los objetivos, el
estudiante estara en capacidad de:

1. Reconocer la existencia del método de los grupos de LIE como un
método unificador en la solucion de EDO’s de primer orden.

2. Definir los conceptos de invariacion y simetria de EDO’s y reconocer su
formulacion matematica.

3. Reconocer y plantear la ecuacion de invariacion infinitesimal.

4. |dentificar las ecuaciones: lineales, homogéneas, de Bernoulli, no
exactas con factores integrantes en x ¢ y entre otras como EDO’s
invariantes bajo simetrias.
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5. ldentificar la invariacion de EDO’s de primer orden bajo grupos de
simetrias como una condicion suficiente para su solucion en términos
de cuadraturas.

6. Relacionar el método del factor integrante de LIE con el método de las
ecuaciones diferenciales no exactas con factores integrantes.

7. Aplicar el método del factor integrante de LIE en la solucion de EDO’s
de primer orden.

8. Relacionar la condicién de invariacion infinitesimal con la existencia de
factores integrantes y grupos de simetrias.

9. Argumentar sobre las ventajas y desventajas de método del factor
integrante de LIE.

4. RESULTADOS Y ANALISIS

Para la implementacion de la metodologia propuesta se tomaron dos
cursos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, uno en jornada diurna
y otro en jornada nocturna. Ambos grupos estaban constituidos por
estudiantes de ingenierias (Sistemas, Electronica, Biomédica, Mecanica,
e Industrial) que previamente habian cursado calculo diferencial e integral
y que simultdneamente estaban cursando Célculo Vectorial 0 ya lo habian
aprobado. El nimero de estudiantes en estos cursos fue de 25 y 30
respectivamente y se desarrollaron durante los semestres | y Il de 2008.

No hubo seleccion previa de los estudiantes que tomaron estos cursos,
es decir estaban dentro de los estandares normales que habitualmente
se dan para esta clase de cursos, esto es, los estudiantes que muestran
excelencia académica son en general muy pocos y el grueso de los
grupos corresponde a estudiantes que presentan las dificultades propias
para este nivel de formacion, lo cual no excluye problemas en procesos
algebraicos entre otros.

Los grupos de prueba se programaron en semestres consecutivos con el fin
de identificar estrategias que permitieran tanto una mejor implementacion
de la metodologia como la posibilidad de mejorar los instrumentos de
evaluacion después de ser puestos a prueba.

El tema fue incorporado al curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

en tres sesiones: la primera sesion se dedico a la introduccion de los
conceptos tedricos propios del tema; en la segunda se realizaron ejercicios
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de afianzamiento e interiorizacion de los contenidos expuestos y se solicitd
a los estudiantes desarrollar un taller especialmente disefado para este
propdsito que debian desarrollar con el acompanamiento permanente del
profesor y en la tercera sesion se evalud de nuevo el proceso.

Después de un analisis exhaustivo de la respuesta de los estudiantes
a los dos instrumentos de evaluacion, fue posible identificar algunas
tendencias y plantear explicaciones y sugerencias a partir de las mismas.
Aunque el presente trabajo no es de tipo cuantitativo, se presentan
algunos porcentajes que deben ser considerados como un complemento
de la informacién obtenida y no como indicadores de validacion de la
metodologia misma. En este sentido, es la interaccion constante entre el
docente investigador y los estudiantes durante el proceso, lo que permite
llegar a las inferencias y conclusiones variadas.

Se encontrd que al aplicar la metodologia propuesta el 60% de los
estudiantes alcanzo el objetivo 6. Posiblemente esto se presenta debido
a las caracteristicas mismas de las ecuaciones antes mencionadas que
son en derivadas parciales y lejos de todo elemento concreto de su
cotidianidad, lo cual hace que al estudiante se le dificulta establecer las
relaciones correspondientes.

Se encuentra que solo un 17% de los estudiantes alcanzd el objetivo
4. Consideramos que este bajo porcentaje se debe a las dificultades ya
observadas, que tienen los estudiantes para clasificar las EDO's de primer
orden, porque deben llevarlas a formas estandar para su identificacion,
lo cual requiere operaciones algebraicas en las cuales se observan aun
muchas falencias. Sin embargo para aquellos que lograron hacer la
clasificacion de las EDO's, la asociacion con el concepto de invariacion
fue inmediata.

El 78% de los estudiantes logro alcanzar los objetivos 2, 3, 5y 8 que son
de caracter cognitivo y apuntan al entendimiento de la esencia del método.

Alrededor de un 60% de los estudiantes alcanzé el cumplimiento de los
objetivos 1 y 9. Se hacen evidentes las dificultades que presentan los
estudiantes para argumentar y discutir sobre un tema en particular. Si
bien reconocen el tema de los grupos de LIE como un método unificador
en la solucion de EDO's y aprecian sus ventajas y desventajas, a la hora
de expresarlo en forma escrita, se aprecian limitaciones en sus habilidades
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comunicativas, lo cual es un problema generalizado en nuestros estudiantes
frente a cualquier tipo de pregunta argumentativa.

Aproximadamente un 80% de los estudiantes logré el objetivo 7, es decir,
aplican el método y resuelven ecuaciones diferenciales invariantes bajo
grupos de simetrias.

5. CONCLUSIONES

Del andlisis de los resultados obtenidos se evidencia que, en general, los
estudiantes expuestos a la metodologia propuesta logran los objetivos
planteados de manera satisfactoria.

Dichos resultados permiten concluir que la metodologia evaluada, si bien
es susceptible de ser mejorada, muestra ser adecuada para abordar la
teoria de la solucion de ecuaciones diferenciales de primer orden mediante
el método de los grupos de LIE a nivel de pregrado en programas de
ingenieria.

Algunas de las dificultades observadas en los estudiantes a la hora de
abordar el tema, se debe en parte a las caracteristicas mismas de la
ecuacion de invariacion ya que esta planteada en términos de derivadas
parciales, un tema que no es prerrequisito para los estudiantes del curso
de EDOs y que se aborda de una manera introductoria para el tema de las
ecuaciones diferenciales exactas.

Para una mejor comprension de esta tematica es necesario que el
estudiante haya alcanzado un nivel adecuado de pensamiento abstracto
ya que se requiere hacer relaciones entre elementos no concretos que se
encuentran lejos de la cotidianidad del estudiante.

Esto se hace evidente en la facilidad con que cumplen los objetivos
procedimentales y las dificultades que presentan para establecer relaciones
que requieran de mas analisis.

Para aplicar el método propuesto es necesario que los estudiantes realicen
operaciones algebraicas simples parallevar las ecuaciones, siempre que sea
posible, a formas estandar que les permita identificarlas como invariantes
bajo un grupo de simetria conocido. Tales habilidades algebraicas que se
supone ya deben tener a esta altura de su formacion no estan del todo
desarrolladas, siendo un impedimento para un mejor desempeno en este
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tipo de problemas. En este punto el trabajo colaborativo resultd ser una
estrategia Util que permitié a los estudiantes menos aventajados alcanzar
una mejor comprension del tema.

Asi mismo se evidencian algunas dificultades en los estudiantes para
argumentar y discutir sobre un tema en particular. Si bien reconocen el
tema de los grupos de LIE como un método unificador en la solucion de
EDQO’s y aprecian sus ventajas y desventajas a la hora de expresarlo en
forma escrita, se aprecian limitaciones en sus habilidades comunicativas,
lo que es un problema generalizado en nuestros estudiantes frente a
preguntas argumentativas.
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