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 Resumen— En este trabajo se presenta una breve revisión de 
los métodos existentes para determinar el factor de intensidad 
de esfuerzos. Se presentan algunos aspectos históricos de la 
mecánica de fractura. Luego se exponen algunos de los métodos 
clasificándolos en tres grupos: métodos analíticos, de elementos 
finitos y experimentales. Para cada grupo se presentan algunos 
métodos, su desarrollo y características principales, incluyendo 
algunas ventajas, desventajas y restricciones. Se evidencian las 
razones de la comunidad científica de avanzar en la aplicación 
de los elementos finitos, debido a su enorme versatilidad, y se 
aprecia el enorme esfuerzo que implica aprender, dominar y 
aplicar cualquiera de los métodos.

Palabras Clave— factor de intensidad de esfuerzos, mecánica 
de fractura, métodos analíticos, método de elementos finitos, 
métodos experimentales.

Abstract— This paper presents a brief review of the existing 
methods to determine the stress intensity factor. Some historical 
aspects of fracture mechanics are presented. Then some of the 
methods are described, classifying them into three groups: 
analytical, finite element, and experimental methods. For 
each method, its characteristics, advantages, disadvantages, 
and restrictions are discussed. The reasons for the scientific 
community to advance in the application of the finite element 
method, due to its great versatility, are evident. It is clear that 
learning, mastering, and applying any of the methods entails a 
great effort.

Key words— stress intensity factor, fracture mechanics, 
analytical methods, finite element method, experimental 
methods.

Resumo – Neste trabalho se apresenta uma breve revisão dos 
métodos existentes para determinar o fator de intensidade de 
esforços. Apresentam-se alguns aspectos históricos da mecânica 
de fratura. Logo se expõem alguns métodos classificando-
os em três grupos: métodos analíticos, de elementos finitos e 
experimentais. Para cada grupo apresentam-se alguns métodos, 
seu desenvolvimento, e características principais, incluindo 
algumas vantagens, desvantagens e restrições. Evidenciam-se 
as razões da comunidade cientifica de avançar na aplicação 
dos elementos finitos, devido a sua enorme versatilidade e se 
aprecia o enorme esforço que implica aprender, dominar e 
aplicar qualquer dos métodos.

Palavras chave: fator de intensidade de esforços, mecânica 
de fratura, métodos científicos, método de elementos finitos, 
método de elementos experimentais.

I. Introducción

En el desarrollo de estructuras y elementos de  
máquinas se desea siempre garantizar el adecuado 

funcionamiento de todas las piezas. Es por esto que se 
desarrollan metodologías de diseño con las cuales se pueda 
calcular un valor de carga a aplicar, que se pueda comparar 
con un valor límite (definido por el material y la geometría), 
asegurando el diseño realizado.

A principios del siglo pasado se pensaba que el diseño 
basado en los esfuerzos de operación de los elementos, 
comparado con los esfuerzos límite de los materiales, 
era condición suficiente para su operación satisfactoria. 
Sin embargo, han ocurrido diversos accidentes (fallas 
prematuras) con elementos que se pensaban bien diseñados. 
Este es el caso del buque Titanic (1912), un tanque de melaza 
en Boston que estalló por la presión de la melaza (1919), 
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muchos barcos de la época de la 2da guerra mundial que se 
partieron en dos (1940s) y tres aviones Comet británicos 
que se desintegraron en el aire en menos de un año (1953-
1954). En muchos casos, las fallas ocurrían en presencia 
de pequeñas deformaciones y poca fluencia en las zonas 
de falla, es decir, tenían comportamiento frágil [1]. Éstos y 
muchos otros incidentes motivaron el desarrollo de lo que 
hoy se conoce como mecánica de fractura [2]. A manera 
de ejemplo, la Fig. 1 muestra una placa plana agrietada 
de material dúctil sometida a un esfuerzo de tracción. En 
muchos casos, la fractura total puede ocurrir con una 
pequeñísima deformación plástica, la cual se presenta en las 
cercanías a la punta de la grieta. Por tanto, el material parece 
tener una fractura frágil.

para la determinación del factor de intensidad de esfuerzos 
en diferentes piezas y solicitaciones de carga, siguiendo 
la mayor clasificación que los agrupa: métodos analíticos, 
métodos numéricos (como el análisis de elementos finitos) y 
métodos experimentales.

Por otro lado, [5] clasifica los métodos de acuerdo a su 
complejidad y tiempo requerido para su aplicación (Tabla 
I). Para geometrías sencillas, la primera opción es recurrir 
a los compendios [6,7]. Los métodos de la clase II son 
relativamente simples, proporcionan una estimación rápida 
de K y aportan una aproximación de los principios de la 
mecánica de fractura; en [5] se presenta una descripción de 
estos métodos.

Tabla I
Algunos métodos para evaluar k [5]

Fig. 1. Placa plana con grieta de borde de tamaño a sometida a un esfuerzo 
remoto s.

En la mecánica de fractura se trata de explicar el 
comportamiento de un material agrietado cuando está 
sometido a esfuerzos. Se pretende explicar por qué un 
material, en aparentemente buenas condiciones, presenta 
falla prematura en condiciones de carga inferiores a los 
límites de fluencia y rotura, reconociendo que todos los 
materiales tienen pequeñas imperfecciones que actúan como 
grietas, modificando la distribución de los esfuerzos [3]. 
Es así que aparece un nuevo criterio de falla que considera 
los defectos mecánicos, presentes en los materiales de 
ingeniería.

La mecánica de fractura muestra que los parámetros 
tenacidad del material, tamaño de grieta y nivel de esfuerzo 
pueden ser relacionados para predecir la posibilidad de una 
fractura frágil [3].

El parámetro que caracteriza los esfuerzos en la zona que 
rodea la punta (o mejor, el frente) de una grieta se denomina 
factor de intensidad de esfuerzos K y depende de la 
geometría de la pieza y del caso de carga al que está sometida 
[1,4]. La determinación de este parámetro tiene un nivel de 
complejidad elevado y ha sido abordado en las últimas cinco 
décadas por diferentes investigadores, siguiendo diferentes 
caminos para tratar de facilitar el proceso.

En el presente documento se pretende realizar una 
recopilación de algunos de los métodos que se utilizan 

 

a 
Zona 

plástica 

 

Los métodos de la clase III son más complejos y requieren 
de una solución numérica. El método de colocación fue 
popular en los años 60, pero en los años 70 comenzó a 
dominar el Método de Elementos Finitos (FEM) [8-14], 
debido a su versatilidad y simplicidad. Hoy en día se está 
usando mucho la variante X-FEM, la cual simplifica el 
mallado (especialmente para problemas de crecimiento de 
grieta) [15].

El método de elementos de contorno (BEM) surgió como 
una poderosa alternativa por sus menores exigencias en 
cuanto a discretización. El método de las fuerzas másicas 
y el de las funciones de borde tienen ciertas similitudes al 
ser comparadas con BEM. El método de las líneas aplica 
técnicas de solución de ecuaciones diferenciales ordinarias. 
[16]

II. Conceptos introductorios

Los primeros resultados que evidenciaban el efecto de 
la concentración de esfuerzos en grietas fueron obtenidos 
por Inglis [17], después de analizar el efecto de la presencia 
de agujeros elípticos de longitud 2a y ancho 2b en placas 
planas (Fig. 2), con la condición de que el agujero no es 
influenciado por las condiciones de contorno (la placa es 
mucho más grande que el agujero). Para estas condiciones, el 
valor del esfuerzo en el extremo del eje mayor está dado por

Clase I Clase II Clase III 
Compendios Superposición M étodo de colocación 

 Concentrador de 
esfuerzos 

Método de elementos finitos  
(FEM) 

 Distribución local de 
esfuerzos 

Método de elementos finitos 
extendido (X-FEM) 

 Funciones de Green 
Funciones de peso 

Método de elementos de 
contorno (BEM) 

 Composición de 
contornos 

Método de colocación 
discontinua  

  Método de las funciones de borde  
 

 
  Método de fuerzas másicas 
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						           (1)

donde s es el esfuerzo remoto aplicado. Si esta ecuación es 
llevada al extremo para simular una grieta, es decir, si el eje 
menor de la elipse, b, tiende a cero, el valor del esfuerzo se 
vuelve infinito.

Sin embargo, fue Irwin, quien a partir de la teoría de la 
elasticidad, obtuvo expresiones para los esfuerzos en la 
cercanía de una grieta, en coordenadas polares (r,q) con 
centro en el frente de grieta: 

						            (5)

donde r es la distancia del punto de análisis a la punta de la 
grieta, q  es el ángulo que forma r con respecto al eje x (el 
cual va en la dirección de la grieta) y fij es una función. Es así 
que se introduce el término factor de intensidad de esfuerzos 
KI (el subíndice indica el modo de deformación de grieta: 
modo I o modo de abertura o tracción, que es el más común 
en la práctica y por ende es el que más atención ha recibido). 
El factor K depende de la geometría del elemento y del tipo 
y magnitud de la carga y está dado por: 

						           (6)

donde  b es un parámetro que depende de la geometría del 
elemento y de la grieta, s es el esfuerzo remoto aplicado y a 
es la longitud de una grieta de borde o la mitad de la longitud 
de una grieta central.

Prontamente se reconoce que el factor de intensidad de 
esfuerzos es el factor que caracteriza unívocamente el estado 
de esfuerzos en el frente de una grieta, dado por:

						          (7)

donde s y t son los esfuerzos normal y cortante 
respectivamente, en el punto de análisis, y las direcciones x 
y y se muestran en la Fig. 2. Si K alcanza cierto valor crítico 
(la tenacidad a la fractura del material Kc), ocurre fractura 
súbita. Se da inicio entonces a la mecánica de fractura elástica 
lineal (LEFM, por sus siglas en inglés). Crece entonces la 
necesidad de tener expresiones para K para elementos en 
diversas condiciones geométricas y de carga. Como se dijo, 
los métodos pueden clasificarse como analíticos, numéricos 
y experimentales. Los métodos analíticos tienen utilidad para 
casos en los que la geometría es relativamente sencilla. Para 
casos con geometrías o sistemas de esfuerzos complejos, 
los métodos de elementos finitos superan a los analíticos, 
por su versatilidad; por tanto, este trabajo se concentra 
principalmente en los métodos de elementos finitos. Las 
bases para determinar K se pueden encontrar en la literatura 
[20,21].

III. Métodos analíticos

Los métodos analíticos son importantes, ya que han sido la 
base de la mecánica de fractura y suministran las ecuaciones 

A = 1+ 2a
b

,

Fig. 2.  Placa infinita con agujero elíptico pasante.

Este resultado causó preocupación en la comunidad 
científica, dado que significaba que en la presencia de 
grietas, hasta un esfuerzo infinitesimal lograría dañar 
cualquier material. Motivado por esto, Griffith [18] 
desarrolla una teoría de la fractura basada en energía en vez 
de la concentración de esfuerzos [17]; es así que en 1921 
estableció la teoría que sustenta y dio origen a la mecánica 
de fractura: un crecimiento de grieta puede ocurrir si la 
energía requerida para formar un incremento de grieta da 
puede ser justamente liberada por el sistema, es decir, si el 
proceso origina una disminución de la energía total o ésta 
permanece constante. A partir de la relación entre el cambio 
en la energía superficial del cuerpo (propagación de la grieta) 
y la energía disponible, Griffith obtiene expresiones para 
el esfuerzo de rotura para una placa infinita con una grieta 
pasante central de tamaño 2a:

						           (2)

donde:

	 (deformación plana)	  
	                                                   (3)

gs es la energía de superficie libre por unidad de área de 
superficie, E es el módulo de elasticidad y v es la relación 
de Poisson. Esta expresión resultó ser aplicable a materiales 
frágiles, mas no correspondía al comportamiento de los 
metales. En 1952, Orowan [19] modificó la expresión de 
Griffith, para incluir el comportamiento plástico del material 
(fluencia):

						          (4)

donde gp es el trabajo de deformación plástica por unidad de 
área de superficie creada (gp >> gs en metales).
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parar calcular los campos de esfuerzos y desplazamientos 
[22]. En estos métodos, se trata de determinar las 
denominadas funciones de esfuerzo de Airy para hallar K.

Westergaard realizó uno de los primeros acercamientos al 
problema [1], utilizando las funciones de Airy, en las cuales 
se dice que, para que se cumplan las ecuaciones de equilibrio, 
se tiene que cumplir la ecuación de compatibilidad:

						      (8)

						    

						      (9)

La función se llama la función de esfuerzo de Airy. A 
partir de ésta se pueden determinar los valores de esfuerzos 
y deformaciones mediante derivaciones parciales. Por 
ejemplo, para esfuerzo plano:

						      (10)

Es así que se busca entonces una función de Airy que 
cumpla con las ecuaciones para poder hallar los valores de 
los esfuerzos. Esta función de esfuerzos se estima sobre la 
base de resultados experimentales o conocimiento previo, 
para cada problema en particular [17].

En 1957, Wigglesworth propone una solución analítica 
para una placa semi-infinita con grieta de borde en presencia 
de una presión constante en las caras de la grieta o de un 
esfuerzo remoto [23]. En esta se calculan los coeficientes 
de una expansión en serie de la distribución de esfuerzos 
alrededor de la grieta (expansión en serie con base en 
las funciones de Airy). Wigglesworth mostró que los 
coeficientes  An y Bn  se pueden determinar a partir de la 
expansión asintótica de una función  para números enteros 
grandes :

						      (11)

			 
						      (12)

						      (13)

A partir de la relación entre las expansiones asintóticas 
del log(h(m)) y de h(m) se obtienen valores de  An y Bn , 
que luego se operan para obtener de forma iterativa mejores 
valores de  An y Bn , los cuales se utilizan para calcular An y 
Bn  que son los coeficientes usados en la expansión en series 
de la distribución de esfuerzos [23].

Alrededor de 1965 se propone una solución simple para 

la determinación de los parámetros de la expansión en serie 
de la distribución de esfuerzos  y  utilizando el “Boundary 
Collocation Method” (en español, método de colocación en 
la frontera) [23,24]. Para darle uso a la serie infinita, resultado 
de la función de esfuerzo de Airy, ésta debe ser truncada 
en el N-ésimo término (valor que debe ser correctamente 
seleccionado). Es así que se obtienen 2N coeficientes 
desconocidos, los cuales se determinan igualando las 
expresiones de esfuerzo y deformación, obtenidas a partir 
de la serie, con las condiciones de frontera específicamente 
seleccionadas, en un cierto número de puntos de colocación 
ubicados sobre dicha frontera. Para un número de puntos 
de colocación N + 1 se obtendría un sistema de 2(N + 1) 
ecuaciones que permiten calcular 2(N + 1) coeficientes. Para 
reducir el gasto computacional, se puede seleccionar un gran 
número de puntos de colocación, que permita resolver luego 
el sistema sobre determinado mediante el uso de mínimos 
cuadrados. A modo de ejemplo, en la Fig. 3 se presenta la 
ubicación de algunos puntos de colocación en un problema 
de grieta de borde en una placa finita, para los cuales se 
tendrían entonces las siguientes condiciones de frontera:

Si x = 0, entonces sx = 0,  txy = 0.
Si y = H, entonces sy = s,  txy = 0.
Si x = W, entonces sx = 0, txy = 0.

 

d 4

dx4 + 2 d 4

dx2dy2 +
d 4

dy4 = 0,  

 

o 
 

2 ( 2 ) = 0,  
 

x =
d 2

dy2 ,    y =
d 2

dx2 ,    xy =
d 2

dxdy
.  

 

 
 

q(m) = 2h(1) (3 /2 ) (m /2 )
(m /2 +3/ 2)

h(m),  

 

siendo 
 

log(h(m))= m (V )
m2 +V 2 dV

0
,  

 

(V ) = log[1/ (1 V 2 csch2 ( V /2 ))].  
 
 

Fig. 3.  Placa finita con grieta de borde.

Otra herramienta fuerte para la determinación de 
factores de intensidad de esfuerzos es el principio de 
superposición, el cual permite encontrar soluciones de casos 
relativamente complejos, a partir de resultados conocidos de 
configuraciones sencillas (para los cuales se conozcan los 
valores mediante tablas o expresiones). Si el material en las 
condiciones requeridas tiene comportamiento elástico-lineal, 
las componentes del esfuerzo (normal en cada dirección, 
cortante en cada dirección), deformación y desplazamiento 
(en cada dirección) son sumas. De igual forma los factores 
de intensidad de esfuerzos pueden ser sumados, siempre y 
cuando el modo de fractura en el que fueron calculados sea 
el mismo. Es decir:
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						      (14)

Para entender el principio de superposición, considere el 
ejemplo de la Fig. 4, en la cual se cumple que:

						      (15)

	    B.  Refinamiento de malla
El primer acercamiento del FEM a la LEFM fue la 

aplicación directa (con refinamiento de malla) del análisis 
sobre un elemento agrietado. Conociendo que la distribución 
de esfuerzos en la cercanía del frente de grieta es la zona 
de importancia para la mecánica de fractura, se optó por 
utilizar mallas muy refinadas en esta zona. De esta forma el 
planteamiento del análisis de elementos finitos permanecía 
sin modificaciones, pero presentaba una muy baja eficiencia 
computacional, ya que el mallado tiene que refinarse mucho. 

 	  C. Elementos singulares
Para evitar el refinado excesivo de la malla se han propuesto 

diversas soluciones, una de las primeras soluciones implica 
el uso de elementos singulares, los cuales reemplazan los 
elementos normalmente utilizados en elementos finitos; de 
éstos se reconocen cinco tipos: elementos con funciones de 
forma especiales, híbridos, basados en transformaciones 
geométricas, enriquecidos y elementos de transición [40-
42]. Cada tipo de elemento singular presenta sus ventajas 
y desventajas que los hacen preferibles en determinadas 
condiciones y problemas (ver [12,43,44]). Por ejemplo, los 
elementos híbridos ofrecen una mayor precisión, pero los 
elementos basados en transformaciones geométricas (como 
los elementos tipo “quarter point”) son los más sencillos de 
implementar. Por ejemplo, [34] usan el método de elementos 
finitos con elementos singulares, para modelar una placa 2D 
mediante el software Ansys [29]. [37] determinan factores 
de intensidad de esfuerzos, usando Abaqus [30], para una 
pieza con una grieta de borde sometida a carga de modos I y 
II; se usan elementos singulares con nodos “quarter point”.

	    D. X-FEM
El método de los elementos finitos extendido (X-FEM, por 

sus siglas en inglés), propuesto por Belytschko y Black [45] y 
Moës [15], surgió como respuesta al análisis de propagación 
de la grieta, debido a que cada vez que crece la grieta se 
requeriría de un nuevo mallado, ya que ésta debe estar 
alineada con la topología de la discontinuidad. Se propuso 
un nuevo tipo de malla, donde los nodos pertenecientes a 
elementos intersecados por la ubicación geométrica de la 
grieta son “enriquecidos”, permitiendo el uso de una malla 
mucho más sencilla, que se extiende sobre la pieza supuesta 
sin grieta, y manteniendo la malla constante; así, se trata 
la grieta como una entidad geométrica independiente. Los 
nodos son “enriquecidos” mediante la adición de grados de 
libertad de manera que puedan representar la discontinuidad 
y mejorar la representación de la singularidad del extremo de 
grieta. Este enriquecimiento se puede realizar de dos formas 
diferentes: enriquecimiento de extremo de grieta (para los 
nodos del elemento donde se encuentra el frente de grieta, 
los cuales tienen 10 grados de libertad) y el enriquecimiento 
Heaviside (para los nodos de los demás elementos 
intersecados por la grieta, los cuales tienen 4 grados de 
libertad). En la Fig. 5 se muestra un ejemplo de un mallado 
en X-FEM y la representación de los nodos enriquecidos.

KI
total = KI

a +KI
b +KI

c +...

KI
a = KI

b = 0 = KI
c +KI

d.

Fig. 4.  Placa finita con grieta central.

Otro método analítico que ha sido propuesto se basa en 
distribuciones continuas de dislocaciones [25,26]. La grieta 
es representada por una discontinuidad de desplazamiento 
que resulta de un arreglo de dislocaciones (ver [26]).

IV. Métodos de Elementos Finitos

A.	Introducción
Por la elevada complejidad matemática de los métodos 

analíticos y su reducida versatilidad (debido a la gran 
cantidad de simplificaciones requeridas, y a la necesidad de 
trabajar geometrías sencillas), se han desarrollado numerosos 
métodos numéricos. Algunos son: una técnica de mapeo de 
conformación (en inglés: conformal mapping technique), 
la cual fue usada por [27] para tratar el problema de una 
grieta que emana de un agujero. En [28], se desarrolla un 
procedimiento de mapeo-colocación (mapping-collocation 
procedure) para analizar una placa ortotrópica, la cual es una 
combinación de la técnica de mapeo de conformación y del 
método de colocación en la frontera, ya mencionados.

Sin embargo, el método más usado para determinar K es 
el método de elementos finitos (FEM) y sus variantes. Tras 
el establecimiento de las bases de estos métodos, alrededor 
de 1970, se extendió su aplicación a la LEFM y creció la 
cantidad de métodos para mejorar su precisión y eficiencia.

Algunos programas computacionales que usan FEM son 
Ansys [29], Abaqus [30], Samcef [31], Morfeo/Crack [32] 
y StressCheck [33]. En general, estos programas permiten 
determinar los factores de intensidad de esfuerzos y predecir 
el crecimiento de grietas por fatiga usando funciones de 
enriquecimiento. Estos programas han sido usados, por 
ejemplo, por [34-39].

El resto de esta sección se concentra en las diferentes 
variantes usadas para implementar el FEM.
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Fig. 4.  Placa finita con grieta central.

Otro método analítico que ha sido propuesto se basa en 
distribuciones continuas de dislocaciones [25,26]. La grieta 
es representada por una discontinuidad de desplazamiento 
que resulta de un arreglo de dislocaciones (ver [26]).

IV. Métodos de Elementos Finitos

A.	Introducción
Por la elevada complejidad matemática de los métodos 

analíticos y su reducida versatilidad (debido a la gran 
cantidad de simplificaciones requeridas, y a la necesidad de 
trabajar geometrías sencillas), se han desarrollado numerosos 
métodos numéricos. Algunos son: una técnica de mapeo de 
conformación (en inglés: conformal mapping technique), 
la cual fue usada por [27] para tratar el problema de una 
grieta que emana de un agujero. En [28], se desarrolla un 
procedimiento de mapeo-colocación (mapping-collocation 
procedure) para analizar una placa ortotrópica, la cual es una 
combinación de la técnica de mapeo de conformación y del 
método de colocación en la frontera, ya mencionados.

Sin embargo, el método más usado para determinar K es 
el método de elementos finitos (FEM) y sus variantes. Tras 
el establecimiento de las bases de estos métodos, alrededor 
de 1970, se extendió su aplicación a la LEFM y creció la 
cantidad de métodos para mejorar su precisión y eficiencia.

Algunos programas computacionales que usan FEM son 
Ansys [29], Abaqus [30], Samcef [31], Morfeo/Crack [32] 
y StressCheck [33]. En general, estos programas permiten 
determinar los factores de intensidad de esfuerzos y predecir 
el crecimiento de grietas por fatiga usando funciones de 
enriquecimiento. Estos programas han sido usados, por 
ejemplo, por [34-39].

El resto de esta sección se concentra en las diferentes 
variantes usadas para implementar el FEM.

Fig. 5.  Malla para X-FEM, con nodos enriquecidos.

La función Heaviside está dada por:

						      (16)

donde x es un punto del dominio, x* es el punto más cercano 
sobre la grieta y en es un vector normal a la grieta.

Con el fin de que uno de los grados de libertad calculados 
mediante X-FEM sea la solución física del desplazamiento 
nodal, se ha implementado [46-48] una variante llamada 
formulación “shifted”.

Otras soluciones propuestas para el FEM son la 
superposición de malla y la sustitución local de malla [9].

E.	Métodos de extracción
Una vez hallada la distribución de esfuerzos y 

deformaciones alrededor de la grieta, es necesario calcular 
el valor del factor de intensidad de esfuerzos. Para esto se 
pueden aplicar diferentes métodos de extracción. 

Los métodos locales o directos permiten realizar una 
estimación del factor de intensidad de esfuerzos directamente 
a partir de los resultados de esfuerzos y deformaciones 
obtenidos en el análisis de elementos finitos [16,49]; por tal 
motivo, estos métodos se usan casi siempre en combinación 
con elementos singulares. Uno de estos métodos propone 
el reemplazo de los valores calculados y conocidos de las 
ecuaciones de Irwin para los esfuerzos alrededor de una 
grieta (en coordenadas polares) para despejar el valor de K, 
obteniendo varios valores que permitan obtener la relación 
con la distancia al frente de grieta. Este método presenta 
muchas dificultades y sus resultados son generalmente poco 
confiables [49]. Hay formas de mejorar su exactitud como 
el refinamiento de la malla o el uso de elementos singulares, 
los cuales son la opción más apropiada y utilizada en 
conjunto con los métodos directos [16]. Existen otros 
métodos locales, entre los cuales los más utilizados son [16]: 
extrapolación de desplazamientos y esfuerzos [29, 34. 50], 
técnica de correlación de desplazamientos [12], técnica de 
desplazamiento en los nodos “quarter-point” [51], método 
de las fuerzas nodales [14] y ajuste por mínimos cuadrados 
[52].

Otro método que se apoya en el análisis de elementos 
finitos y que es comúnmente utilizado en la determinación 
de los factores de intensidad de esfuerzo es el método de la 
función de peso [4,16,23,53-55]. A partir de la distribución 
de esfuerzos en la pieza sin grieta, a lo largo de la línea donde 
ésta debería estar, el factor K se calcula como:

	
		  (17)

donde sn(s) es el esfuerzo calculado en la pieza sin grieta (a 
lo largo de la zona donde debería estar la grieta), w(s,a) es 
la función de peso, la cual es específica para cada problema 
y no depende de la distribución de esfuerzos, sino de la 
geometría del elemento. Una de las formas de determinar 
esta función de peso es a partir de la relación:

						      (18)

donde E’ está dado por (3), el subíndice r se refiere a los 
casos de referencia, que deben ser evaluados. Se puede 
evaluar esta ecuación utilizando un par de perfiles de apertura 
de grieta (de longitudes ligeramente diferentes a y a + da) 
numéricamente definidos a partir del “boundary collocation 
method” y sus correspondientes expansiones en serie. Para 
minimizar los cálculos, normalmente en la literatura se 
utilizan métodos aproximados.

Además de los métodos de extracción locales o directos, 
para el cálculo de K existen también métodos de extracción 
indirectos o energéticos que se basan en la relación entre K 
y el contenido de energía elástica de la estructura [34,49]. 
La gran ventaja de estos métodos es que no se requiere un 
modelado preciso de la discontinuidad. En éstos, ciertas 
magnitudes energéticas se evalúan a partir de datos obtenidos 
en elementos alejados del frente de la grieta. Sus desventajas 
son la dificultad de aislar las contribuciones de los diferentes 
modos de apertura de grieta (si en el problema existe más 
de un modo) y su uso para problemas 3D. Algunos métodos 
energéticos son la integral de contorno J, la integral de 
contorno en modo mixto y la integral de dominio. [56]

La aplicación de la integral de contorno J (propuesta 
por Rice [57]) permite la correcta estimación de las 
deformaciones en la parte más cercana a la grieta. En un 
sólido homogéneo, elástico, no necesariamente lineal, en 
ausencia de fuerzas por unidad de volumen y contorno de 
la entalla libre de fuerzas por unidad de superficie aplicadas 
[16,17,58,59], la integral J se define como (Fig. 6):

						    
						      (19)

donde G es cualquier camino o recorrido alrededor del frente 
de grieta, desde una cara de ella hasta la otra en sentido 
antihorario,  T es el vector de tracciones en el contorno G y 
u es el vector de desplazamientos. La densidad de energía de 
deformación W para el caso elástico se define como:
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						      (20)

donde eij es el tensor de deformaciones infinitesimales.

Fig. 7.  Representación del área, integral de dominio.

Además de las integrales de contorno y de dominio, 
otros métodos de extracción energéticos o indirectos son: 
diferencias finitas, funciones de extracción, derivada 
de la matriz de rigidez y cierre virtual de grieta [9]. A 
manera de ejemplo, [36] usan FEM para calcular mediante 
Abaqus [30] factores de intensidad de esfuerzos de una 
unión simple agrietada (con tornillo y con tornillo más 
adhesivo) con elementos singulares quarter point, y extraen 
los valores mediante el método de la integral de contorno. 
[38] determinan factores de intensidad de esfuerzos, usando 
Abaqus [30] y la integral J para grietas emanando de agujeros 
elípticos en placas planas. 

V. Métodos Experimentales

A.	Galgas extensiométricas
Una de las primeras técnicas experimentales desarrolladas 

para la medición de los factores de intensidad de esfuerzos se 
basa en el uso de galgas extensiométricas, con el objetivo de 
determinar las deformaciones en la distribución de esfuerzos 
alrededor del frente de grieta [3,61,62]. 

Los métodos que utilizan galgas usan formulaciones 
analíticas que determinan las deformaciones en el área 
cercana al frente de grieta, por ejemplo, en [61] se utiliza la 
expresión desarrollada por Irwin:

						      (24)

donde f(q) es una función que depende del ángulo q que 
no solamente brinda la ubicación en coordenadas polares 
de la galga, sino que también es su orientación. Como en 
este caso particular se utiliza una galga de tipo paralela, se 
usa una corrección del gradiente de deformación mediante 
integración.

En otros casos, por ejemplo [3,62], se utilizan las ecuaciones 
generalizadas de Westergaard, las cuales están basadas en 
las expansiones en serie de las funciones de Airy. De esta 
forma se obtienen expresiones para las deformaciones en 
términos de coeficientes Ai, Bi (los diferentes autores, como 
puede verse en [3,62], utilizan expresiones de diferentes 

 

W = ij d ij0
,  

 

Fig. 6.  Representación del contorno, integral J.

A partir de este resultado, si se tienen condiciones en las 
cuales pueda ser aplicada la mecánica de fractura elástica 
lineal, es decir, si se tiene una zona de deformación plástica 
lo suficientemente pequeña, se puede demostrar que:

						      (21)

Una de las mayores ventajas del cálculo de la integral 
J es que su valor no depende del camino tomado para la 
integración, por lo que se puede hacer uso de un camino 
un poco más alejado de la grieta, donde la distribución de 
esfuerzos es calculada por los elementos finitos con una 
mayor precisión [16].

Para la solución de problemas más generales, y en 
condiciones donde la integral J no pueda ser aplicada 
(problemas dinámicos, en 3D, con efectos térmicos, fuerzas 
por unidad de volumen, etc. o donde la integral de contorno 
no es independiente del camino escogido), se utiliza una 
formulación diferente denominada integral de dominio 
[58,59]. Esta integral de dominio, propuesta por Li et al. [60], 
es superior por su facilidad de cómputo y mayor precisión 
(especialmente en problemas 3D) y está definida como:

						      (22)

donde dA es un diferencial de área, A* está definido de 
acuerdo a la Fig. 7, y la función q1 es:

						      (23)
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Fig. 6.  Representación del contorno, integral J.

A partir de este resultado, si se tienen condiciones en las 
cuales pueda ser aplicada la mecánica de fractura elástica 
lineal, es decir, si se tiene una zona de deformación plástica 
lo suficientemente pequeña, se puede demostrar que:

						      (21)

Una de las mayores ventajas del cálculo de la integral 
J es que su valor no depende del camino tomado para la 
integración, por lo que se puede hacer uso de un camino 
un poco más alejado de la grieta, donde la distribución de 
esfuerzos es calculada por los elementos finitos con una 
mayor precisión [16].

Para la solución de problemas más generales, y en 
condiciones donde la integral J no pueda ser aplicada 
(problemas dinámicos, en 3D, con efectos térmicos, fuerzas 
por unidad de volumen, etc. o donde la integral de contorno 
no es independiente del camino escogido), se utiliza una 
formulación diferente denominada integral de dominio 
[58,59]. Esta integral de dominio, propuesta por Li et al. [60], 
es superior por su facilidad de cómputo y mayor precisión 
(especialmente en problemas 3D) y está definida como:

						      (22)

donde dA es un diferencial de área, A* está definido de 
acuerdo a la Fig. 7, y la función q1 es:

						      (23)

extensiones), permitiendo calcular el factor de intensidad de 
esfuerzos como:

						      (25)

En general, los métodos que utilizan galgas se basan 
en la teoría de Dally y Berger para seleccionar una zona 
sobre la cual ubicar las galgas alrededor del frente de 
grieta, dividiendo el área en tres partes (Fig. 8). La zona I 
se considera demasiado cercana a la grieta y puede inducir 
errores debido a la zona de deformación plástica, y la zona 
III es demasiado alejada, por lo que la representación en serie 
requeriría de muchos coeficientes, razones por las cuales se 
elige la zona II para la ubicación de los elementos de medida 
[62].

Dado que todas las ecuaciones utilizadas en estos métodos 
dependen de los ángulos de ubicación de las galgas y su 
orientación, una correcta selección de los mismos permite 
la simplificación de los cálculos, e inclusive la reducción 
del número de mediciones [3,61,62]. En estos métodos 
generalmente se utiliza la probeta compacta de tensión, 
similar a la utilizada para los ensayos de determinación de la 
tenacidad a la fractura Kc.

los patrones característicos de este tipo de análisis, llamados 
patrones isocromáticos.

El patrón isocromático se relaciona con el sistema de 
esfuerzos mediante la expresión [63,64]:

						      (26)

donde f es el coeficiente esfuerzo-óptico, que depende del 
material y la longitud de onda de la luz utilizada, t es el 
espesor del modelo y  N es el retardo relativo de los rayos 
que forman el patrón. Este retardo se puede medir contando 
el número de cambios en un punto de la pieza, mientras se 
aplica la carga paulatinamente, entre una franja oscura y una 
franja clara (cada cambio de claro a oscuro y oscuro a claro 
cuenta como 1/2).

Dependiendo de la pieza y las condiciones de carga, el 
patrón isocromático puede no ser tan claro o preciso, por 
lo que se puede realizar una multiplicación de franjas, que 
consiste en hacer que el rayo de luz pase en varias ocasiones 
por la pieza, obteniendo mayor cantidad de franjas que así 
podrán brindar más y mejor información [63]. Aprovechando 
esta propiedad se utiliza una variedad del método en 
materiales no transparentes, como los metales de ingeniería. 
A una pieza de un material no transparente se la pinta de 
un color que permita reflejar la luz y se le cubre con una 
capa de material transparente con propiedades fotoelásticas, 
permitiendo así ver las condiciones de esfuerzo, en especial 
para piezas que ya están en uso en alguna estructura o 
máquina.

C.	 Método de las cáusticas

Otro de los métodos que aprovechan las propiedades de 
los materiales transparentes es el método de las cáusticas 
[64-66], en el cual se aprovecha el hecho de que la 
presencia de grandes esfuerzos (como es el caso del frente 
de grieta) provocan un cambio en el ancho de la pieza y en 
las propiedades refractivas del material, por lo que la luz 
que pasa por esa zona se ve desviada, generando figuras y 
patrones que responden directamente a la geometría de la 
figura y las condiciones de carga. Las sombras que se generan 
y sus dimensiones se pueden calcular para cada elemento y 
condición de carga.

VI. Conclusiones

En esta breve revisión de los métodos para la 
determinación de los factores de intensidad de esfuerzos, se 
puede apreciar la variedad de opciones y métodos existentes 
para enfrentar dicho problema (Fig. 9 y 10). En el pasado, 
fueron fundamentales los métodos analíticos, ya que éstos 
permitieron obtener expresiones para K para diversos casos, 
relativamente sencillos, y entender mejor la mecánica de 
la fractura. Sin embargo, los métodos analíticos tienden 
a ser difíciles de usar para casos relativamente complejos. 
Se hizo evidente que en la actualidad hay un gran énfasis 

 

KI = 2 A0 .  
 

Fig. 8.  Zonas alrededor del frente de grieta.

B.	Método fotoelástico
Otros métodos experimentales se basan en las propiedades 

de ciertos materiales transparentes para desviar la luz 
cuando se encuentran sometidos a esfuerzos. Uno de ellos se 
denomina fotoelasticidad.

La fotoelasticidad es una propiedad única de algunos 
materiales transparentes, en particular ciertos plásticos [63]. 
Debido a esta propiedad, un rayo de luz que incide en un 
material fotoelástico sometido a condiciones de esfuerzo, 
en una de las direcciones de los esfuerzos principales, 
es dividido en dos componentes, cada una con un plano 
de vibración paralelo a los otros dos planos de esfuerzos 
principales, y velocidades diferentes que dependen de la 
magnitud de dichos esfuerzos. Debido a las diferentes 
velocidades, las dos componentes salen del material con un 
retardo relativo entre ellas, luego son capturadas mediante 
un polariscopio fotoelástico, para permitirles entrar en 
interferencia óptica. De acuerdo al retardo relativo, medido 
en términos de ciclos, se producen zonas de alta intensidad 
lumínica o zonas de interferencia destructiva, generándose 

1 2 =
f
t

N,
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en la utilización de métodos de elementos finitos, debido 
a su gran versatilidad, a que no requieren fundamentos 
matemáticos tan profundos como los métodos analíticos y a 
que con las variantes propuestas, se pueden lograr resultados 
rápidos y de manera sencilla y exacta. Por otro lado, la 
aplicación de métodos experimentales es de gran utilidad 
como comprobación de los resultados obtenidos mediante 
algún otro método, en particular porque están altamente 
condicionados y su aplicación es muy laboriosa. Se hizo 
evidente que la aplicación de cualquiera de los métodos aquí 
presentados requiere de un estudio dedicado y minucioso, 
para poder ser utilizado adecuadamente.

Fig. 9.  Métodos analíticos y experimentales para determinar el factor de 
intensidad de esfuerzos.

Fig. 10.  Métodos numéricos para determinar el factor de intensidad de esfuerzos.
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