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Resumen— Este documento presenta un método para obtener
el modelo dindmico de caja negra de un sistema univariado no
lineal. Se hace una deduccion tedrica formal para justificar el
procedimiento y se enuncian los pasos a seguir que pueden ser
aplicados a cualquier sistema univariado. Dos ejemplos son
utilizados para exponer la validez de la metodologia: un sistema
simulado univariado no lineal y un motor de corriente continua
con excitacion independiente. En ambos casos, el modelo discreto
obtenido por ecuacién en diferencias es una linealizaciéon por
segmentos de la funcion algebraica entre las variables de entrada
y salida. Los parametros de dicha ecuacion son dependientes de la
variable de entrada. La metodologia expuesta puede ser incluida
como practica experimental en cursos de ingenieria sobre teoria
de control, modelamiento y simulacion de sistemas dinamicos.

Palabras clave— modelo de caja negra, modelo discreto,
sistema no lineal, sistema univariado.

Abstract—This article shows a method to obtain a black
box dynamic model of a nonlinear univariated system. A formal
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theoretical deduction is proposed to justify the procedure and
steps to be followed are reported in order to implement them
to any univariated system. Two examples are used to validate
the explained methodology: a simulated nonlinear univariated
system and a direct current motor separately excited. In both
cases, the model obtained by difference equations is a segmented
linearization of the algebraic function between both input and
output variables. Parameters in that equation are dependent of
input variable. The explained methodology can be included as
an experimental practice in engineering subjects about control
theory, modeling and simulation of dynamic systems.

Key words — black box model, discrete model, nonlinear
system, univariated system.

Resumo— Este documento apresenta um método para obter
o modelo dindmico de caixa preta de um sistema univariado
nio lineal. Faz-se uma deducio tedrica formal para justificar
o procedimento e se estabelece os passos a seguir que podem
ser aplicados a qualquer sistema univariado. Dois exemplos
sdo utilizades para expor a validade da metodologia: um
sistema simulado univariado nio lineal e um motor de
corrente continua com excitacio independente. Em ambos os
casos, 0 modelo discreto obtido por equa¢do em diferencas é
uma lineariza¢io por segmentos da fun¢do algébrica entre as
variaveis de entrada e saida. Os parametros de tal equacio sio
dependentes da varidvel de entrada. A metodologia exposta
pode ser incluida como pratica experimental em cursos de
engenharia sobre teoria de controle, modelagem e simulaciio de
sistemas dinamicos.

Palavras chave- modelo de caixa negra, modelagem
discreta, sistema nao lineal, sistema univariado.



1. NOMENCLATURA

X: Simbolo general de la variable de salida.

u Simbolo general de la variable de entrada o variable
manipulada.

t: Tiempo en segundos. (S)

At:  Periodo de muestreo (S).

a,  En sistemas lineales univariados de primer orden

representa la pendiente de la recta que relaciona la
variable de salida en funcion de la variable de entrada.

T Constante de tiempo en los sistemas de primer orden
lineales (S).
x_:  Valor finito y constante de la variable de salida de un
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sistema univariado estable cuando la entrada mantiene
un valor finito y constante.
u . Valor constante aplicado en la entrada que también
puede tomarse como la magnitud de la funcién paso
aplicada a un sistema.
Velocidad angular (rad/S).
Voltaje aplicado en las terminales de armadura de un
motor de corriente continua (V).

X €

I1. INTRODUCCION

1 modelado de procesos dinamicos es un tdpico de

importancia en el disefio de sistemas de control [1]. Esta
etapa es fundamental para la realizacion de simulaciones a
partir de las cuales se pueden evaluar soluciones posibles de
acuerdo con objetivos de control y restricciones bien definidas
[2]. Desde una perspectiva pedagogica, el modelamiento es
un paso previo a la construccion de entornos simulados para
apoyar la enseflanza en ingenieria [3]. El aprendizaje de la
teoria de control resulta mas significativo cuando es apoyado
por estrategias pedagdgicas que priorizan la visualizacion del
proceso a controlar o al desarrollo de aplicaciones concretas
[4], [5]. En este orden de ideas, miembros de la comunidad
académica han explorado el uso de herramientas interactivas
para la simulacion de procesos; desde aplicativos en linea
para visualizar el comportamiento de un péndulo hasta la
simulacion de procesos industriales complejos [6], [7],[8]-

El modelado matematico es parte fundamental del
desempeiio competente de los futuros ingenieros [9],[10].
La capacidad de modelar matematicamente situaciones en
el ambito laboral es una habilidad necesaria para lograr altos
desempeios y ala que se ha dedicado mucho estudio de parte de
las instituciones en la construccion de sus proyectos educativos.
En la ingenieria, esta capacidad se fomenta mediante la
aplicacion de las metodologias formales de modelamiento en
situaciones reales o en procesos representativos de lo que en
un futuro debera afrontar el ingeniero profesional.

El contenido tematico de las asignaturas relacionadas
con el control de procesos o el disefio de controladores
requiere una fundamentacién matematica bien estructurada.
Algunas estrategias de control avanzado (Control predictivo,
adaptativo, LQR, entre otros) requieren un modelo matematico
descriptivo confiable para su implementacion exitosa [11]. La
gran mayoria de procesos industriales son de tipo no lineal, con
parametros distribuidos y variantes en el tiempo [12], [13]. La
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linealizacion alrededor de un punto de operacion es la solucion
que se suele aplicar para aproximar el comportamiento del
sistema a los modelos lineales estudiados en control clésico.

En diversas situaciones practicas, no es factible establecer
relaciones conceptuales fundamentales basadas en leyes fisicas
o quimicas. En tal caso, se recurre a métodos de identificacion
de sistemas denominados de “caja negra” donde la relacion es
un modelo que tienen en cuenta variables de entrada y salida y
los pardmetros de las ecuaciones dinamicas no corresponden
a propiedades intrinsecas del sistema [14]. Estos métodos
no suelen ser parte de cursos de pregrado de ingenieria. En
dichos cursos, lo habitual es tratar con sistemas univariados
(una entrada una salida) con parametros concentrados e
invariantes en el tiempo [15]. Sin embargo, un sistema que
pueda analizarse en un rango amplio mas alld del punto de
operacion, resulta de gran utilidad.

En este documento, se propone un método para modelar
sistemas univariados no lineales a partir de conceptos que estan
a nivel de los cursos basicos de teoria de control y de algunas
asignaturas consideradas como prerrequisito. Los pasos
descritos han sido organizados y probados en el desarrollo
de las asignaturas: Modelado de Sistemas, Instrumentacion,
Mediciones Eléctricas y Maquinas Eléctricas; dentro de
la carrera de Ingenieria Electronica de la Universidad
Pedagogica y Tecnologica de Colombia UPTC. Para validar el
procedimiento se utilizé en primer lugar, un sistema simulado
no lineal teniendo en cuenta la respuesta en estado estable de
la variable de salida, ante valores constantes y diferentes de la
variable de entrada. En segundo lugar, se recurrié a un motor
de corriente continua, tomando como variable de entrada, el
voltaje aplicado en armadura y como variable de salida, la
velocidad angular del eje del motor.

En ambos casos, se aplicaron unos pasos sistematicos
bien definidos que pueden ser aplicados a cualquier tipo de
sistema univariado con una relacién algebraica explicita
entre las variables de entrada y salida y con respuesta paso
aproximada de primer orden. El modelo construido permiti6
estudiar el comportamiento del proceso simulado en todo el
rango de operacion para el cual se hubo analizado la variable
de entrada.

III. METODOLOGIA

A. Andlisis teorico
Un sistema dindmico no lineal con respuesta aproximada
de primer orden, puede expresarse de la forma general:

x = f(t,x,u) (1)

La variable de entrada u y la variable de salida x, dependen
del tiempo t. En tanto que un sistema lineal univariado e
invariante en el tiempo de primer orden, puede ser expresado
como: 1 a
= ——x+—u 2
T T
La ecuacidn (2) es un caso particular de la ecuacion (1) y
corresponde a una relacion lineal entre las variables. La teoria

clasica de control utiliza las series de Taylor como herramienta
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para linealizar un sistema que no lo es, alrededor de un punto
de operacion (x,u ). El modelo lineal aproximado solo es
valido para un reducido intervalo y esta dado por:

. 1 Qo
Ax = —=Ax +—Au
T T
Ax = x — X (3)
d
Ax —a(x Xeg) = X

Au=u—ug

En tiempo discreto, las ecuaciones (3) son la base
para realizar simulaciones mediante cualquier método de
discretizacion. Por ejemplo, por el método de Euler, la
ecuacion en diferencias equivalente:

“4)

x[k+1]=(1—A—>

G AtS—
on 10

En estado estable, cuando la variable de entrada mantiene
un valor constante u_, la variable de salida x toma un valor finito
y constante x_. Un sistema no lineal univariado pero estable,
también mantendra la variable de salida en valores estables
si la entrada también se mantiene. Con estas condiciones, la
ecuacion (1) conduce a:

x = fiu) 5)

Como muestra la figura 1, la grafica se construye a partir
de los valores obtenidos en estado estable. Una aproximacion
lineal se obtiene seleccionando un punto por el que se hace
pasar una recta tangente a dicho punto. La ecuacion de la recta
tangente esta dada por:

x(u) = f,(ugs)(u —

thse) 4 Ko (6)

Si se toma la expresion (6) como una referencia en cada
punto posible de la funcion f(u), su validez seria tomada en
segmentos u_ss-du<u<u_ss+du, la ecuacion en diferencias
que tendria un comportamiento en estado estable tal como lo
tiene la funcion de la fig. 1, es:

_ At fu(uss)At
x[k+1]—(1 o [k])) 2[R +—m (alkD) ulkl (7
+ m (xss - fu (uss)uss)
du
ug = ulk] — -

Para determinar la constante de tiempo t, es necesario
realizar pruebas con sefiales de entrada paso en diferentes
puntos de operacion. Los sistemas no lineales univariados
tienen diferentes constantes de tiempo en funcién de la
relacion entre las variables de salida y las de entrada. Con la
funcion f(u) conocida, es necesario conocer la dependencia de
la constante de tiempo 7 de la variable de entrada u.
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X
A

flu)

Uss
Fig. 1. Linealizacién de una funci6n alrededor de un punto (u_,x )

B. Determinacion de la constante de tiempo

El rango de operacion de la variable de entrada esta dado
por las condiciones del sistema. Considerando que dicho
rango puede expresarse en forma general como: u, < u<u
y tomando el minimo incremento de u como,
du = w siendo 7 las particiones tomadas en el rango

de operacion.

max’

Se seleccionan m valores de referencia para la variable
de entrada comprendidos dentro del rango de operacion y
distribuidos equitativamente:

Ugg = [ussl Ugs Ugs3 -+ ussm]

)
u(t) Sistema x(t)
—» univariado ————»
no lineal

Fig. 2. Entrada paso aplicada como entrada paso de un sistema lineal para
evaluar el valor en estado estable que alcanzara la salida.

Se aplican sefiales paso con valores iniciales y finales
alrededor de cada uno de los valores u_:

Au

Ugsr du

ti t
Fig. 3. Forma de la sefal de entrada u(t) para determinar la constante de
tiempo en un valor especifico de la variable de entrada.



Se aplica la entrada comenzando en el valor u -du 'y
manteniendo la amplitud durante un tiempo ¢, hasta que se
alcance un valor de salida en estado estable. A continuacion
se aplica cambio abrupto a la variable de entrada equivalente a
un flanco de subida, hasta una nueva amplitud u_+du.

En la fig. 4, ilustra la forma en que se calcula el valor de t
para cada valor de u_ -

A u
Uss# du
A S
Us~ du 5
» T <

ti t
Fig. 4. Determinacion de la constante de tiempo a partir de la respuesta de la

salida (rojo) ante una entrada paso.

Con los valores de la constante de tiempo determinados en
cada valor de la variable de entrada u_, se aplica regresion por
minimos cuadrados para encontrar la expresion matematica
que relaciona t con u:

T=g(u) ©)

En resumen, el procedimiento de formulacion de un
modelo discreto construido a partir de la segmentacion de
la relacion en estado estable entre las variables de entrada y
salida se ejecuta en los siguientes pasos:

1) Determinacion de la relacion matematica entre las
variables

Encontrar una funcién explicita que relaciona la variable
de salida univocamente con cada valor de la variable de
entrada.

2) Determinacion de la relacion de la constante de tiempo
con la variable de entrada.

Mediante la aplicacion de funciones paso entre dos valores
alrededor de puntos representativos en el rango de operacion
de la variable de entrada.

3) Formulacion de la ecuacion en diferencias equivalente

con los parametros: periodo de muestreo, constante de
tiempo variable, derivada de la funcioén x(u), se completa la
descripcion en tiempo discreto del modelo equivalente.

4) Validacion del modelo

Comparacion entre la respuesta paso del sistema no lineal
y la respuesta paso del modelo discreto equivalente.

El procedimiento se realiz6 en dos etapas. En primer lugar
se tomo un sistema no lineal a partir de la simulacion de su
comportamiento dindmico. Dicho sistema estuvo dado por
una ecuacion diferencial no lineal. Se aplico el procedimiento
sin tener en cuenta la dinamica interna, sino la relacion entre
variables de entrada y salida. La segunda etapa, recurrio a
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un motor de corriente continua que hace parte de un médulo
académico.

IV. RESULTADOS

A. Primera Etapa

La primera etapa consistio en simular un sistema dinamico
descrito por una ecuacion diferencial no lineal de primer
orden. El sistema en cuestion fue:

% = —0.2vx + 2u (10)

El rango de operacion se definié como: O<u<1. La tabla I.
muestra los valores obtenidos en estado estable a partir de los
cuales, se aplicd regresion polinomica de grado 2.

TaBra 1
VALORES EN ESTADO ESTABLE DE LAS VARIABLES U v X

oo X

0.1

0.2

0.3

0.4 16

0.5 25

0.6 36

0.7 49

0.8 64

0.9 81
1 100

La ecuacion que relaciono¢ las variables en condiciones de
estado estable, fue:

)

Evaluando la constante de tiempo a través de la respuesta
paso con los valores de u=[0.25 0.5 0.75] y du=0.1 con el
procedimiento sintetizado en la figura 4, la ecuacion que
relaciond la constante de tiempo en funcion de la variable de
entrada , estuvo dada por:

(u) = 96.416u + 107*

Xgs = 100uZ

(12)

Utilizando la herramienta Simulink© de Matlab® se
simuld el comportamiento tanto del sistema no lineal dado
por la ecuacion (10) y el sistema basado en la aproximacion
lineal segmentada. El bloque “Aproximacion Segmentada”
implemento el codigo a partir de ecuacion en diferencias (7)
con los datos particulares del sistema. Se tomd un valor de
n=100, para definir el incremento du, necesario para aplicar el
algoritmo iterativo.

La grafica expuesta en la figura 6, es una muestra de las
varias que se obtuvieron para entradas paso. El caso particular
ilustrado, corresponde a la respuesta tanto del sistema original
no lineal como del sistema aproximado lineal por segmentos
ante una entrada paso de 0.5 unidades de amplitud. Ante otras
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entradas paso de magnitud diferente, se obtuvieron resultados
similares.

Xss
ot M x—
ey
X

Sistema no fineal

6|:~;|

Constant

Aproxmacion
Segmentada

Fig. 5. Diagrama de bloques utilizado en Simulink de Matlab para
evaluar y comparar el comportamiento de los sistemas.

COMPARACION DE LAS RESPUIESTAS PASD OE DOS SISTEMAS DINAMICOS
T

El comportamiento de la variable o respecto a la variable
de entrada V_a, en condiciones de estado estable, se aprecia
en la figura 8.

Fig. 7. Motor de corriente continua marca De Lorenzo empleado
para el experimento.

AJUSTE DE LOS DATOS REALES CON LA FUNCIGN HALLADA POR REGRESIAN

./4!

s

Py

‘ L Umuxpsr!mmﬂls‘

/s“ -l e |

Valur de la variable de salida

IS
El

400
Tiempo (s)

Fig. 6. Grafica comparativa entre la respuesta paso del sistema no
lineal y la del modelo por aproximacion segmentada.

B. Segunda Etapa

En un sistema univariado real del que se desconoce de
forma inmediata el conjunto de parametros, pero se tiene
acceso a manipular la variable de entrada u y es medible la
variable de salida x, es donde se puede verificar la validez del
procedimiento descrito en este documento. Se utilizd como
sistema con respuesta de primer orden, la velocidad de giro del
eje o de un motor de corriente continua en funcion del voltaje
aplicado en armadura. La configuracion de la conexion fue con
excitacion independiente. La maquina para el experimento fue
un médulo De Lorenzo (fig. 7).

En teoria un motor de corriente continua es un sistema
lineal de segundo orden sobre amortiguado. La maquina
utilizada, se trabajo en un rango de 4.05V<V <40.16V para la
variable de entrada: voltaje aplicado en armadura. La corriente
de campo se fijo en [ =0.85mA.

ENTRE CIENCIA E INGENIERIA

/ | = Linea d tondancia |

Velncidad de gira (rad/s)

s

[

‘ Vultaje ﬂ|l|;l:ﬂl|ll en arsnmlurﬂ (V)3

Figura 8. Comparacion entre los resultados experimentales
y la linea de tendencia o=f(V_a).

La relacion en estado estable, muestra una funcion lineal
dada por:
wgs = 9.7172V,4c — 3.048

& = fygWVass) = 97172 a3)

La dependencia de la constante de tiempo t con Va, esta
dada por:

7(V,) = 0.0445 + 0.00111V, (14)

Se definid un valor de n=36 y un dV_a=0.1 y un periodo
de muestreo de At=0.004. La ecuacion en diferencias (7)
adaptada al caso particular de esta segunda etapa, conduce a:

0004 y
) el
fVa(Vass) * 0.004 (15)

AT I

+ ) @~ FraCVass Wass)

w[k+1]:<1—

Vyss = Vo [k] — 0.05



Las ecuaciones (13)-(15) fueron la base para construir
la simulacion de un sistema discreto capaz de modelar el
comportamiento dinamico del motor. En la fig. 9 esta el
diagrama de bloques hecho en Simulink.

Con el modelo discreto se procedi6 a simular la respuesta
de la velocidad al aplicar voltajes en armadura iguales a los
utilizados experimentalmente. La tabla II, permite comparar
los valores en estado estable entre los datos experimentales y
los datos obtenidos por simulacién del modelo discreto.

>
Vass
> 1918
[dt dva] } P const wss
Constant
[j v w » [
wmdc
Va w
w0
Aproximacion
Segmentada
Z-1
wi

Fig. 9. Diagrama de bloques realizado en Simulink para implementar la
aproximacion segmentada del motor a partir de los datos experimentales.

Finalmente se verifico la respuesta paso del sistema
real comparada con la respuesta del modelo simulado por
aproximacion segmentada. En el sistema real, se aplicaron
voltajes paso de 10,15,20,25 y 30V de magnitud.

Cada paso se implementd en la practica, ajustando la
fuente de voltaje a los valores ya indicados, sin estar conectada
a las terminales de armadura. Un interruptor de estado solido
en serie con el circuito de armadura del motor, permiti6 pasar
de 0 al valor fijado previamente con un pulso generado desde
un sistema programable. El pulso de encendido, también
funciondé como sefial para sincronizar la adquisicion de
datos representativos de la velocidad de giro en cada instante
de muestreo. La frecuencia de muestreo del sistema de
adquisicion de datos fue de 250Hz.

En la fig. 10 se observa el comportamiento transitorio de
los sistemas real y simulado cuando la entrada fue un voltaje
paso de 20V de magnitud. Se muestra este caso particular de
entre los registrados por tratarse del valor entero de la variable
manipulada en el punto medio aproximadamente del rango de
operacion.
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TaBLA II.
RESPUESTA EN ESTADO ESTABLE DE LA VELOCIDAD DE GIRO TANTO

Velocidad de giro
< rad
simulada (T)

Velocidad de giro

rad

experimental( . )

V,(Voltig

35,8141563 36,30666

74,7699052 75,855664

114,982291 115,50184

157,707951 156,216908

192,893789 193,822472

234,99113 232,399756

316,044221 314,70444

354,371651 354,739304

385,159259 387,194752

RESPUESTA TRANSITORIA DE LOS SISTEMAS REAL Y SIMULADO ANTE ENTRADA PASD DE VOLTAJE EN ARMADLRA
200 2 ™

gl SR
O maar s oon

] P T

180 P

- / ‘ + Datos os por el sistema de adgusicidn

N —Comportamientn del sistema simulado

120

Velocidad de giro (rad/S)

15 [ [ (] 1
Tiempo(S)

Fig. 10. Respuesta comparada de la velocidad de giro ante una entrada paso
de 20V de magnitud.

V. DISCUSION DE RESULTADOS

Enlaprimera etapa se pudo apreciar que el comportamiento
transitorio del sistema lineal segmentado aproximado se aleja
del comportamiento transitorio del sistema no lineal original
con un error maximo de -6.25% (Ver fig. 6). Sin embargo, los
valores en estado estable de ambos sistemas son coincidentes.

En la segunda etapa la linea de tendencia generada por
regresion lineal y los datos experimentales de la velocidad de
giro del motor en relacion con el voltaje aplicado en armadura,
tuvieron una correlacion de R=0.9997 (Ver fig. 8 y tabla II).

La respuesta paso de la velocidad de giro del motor real
obtenida mediante un sistema de adquisicion de datos mostrd
una tendencia acorde alrededor de la curva generada por el
sistema simulado (Ver fig. 10). Se present6 una dispersion
de los datos alrededor del valor de estado estable con una
desviacion estandar de 6=2.3393. El promedio de los datos
registrados por el sistema de adquisicion de datos, en estado
estable para la prueba particular mostrada en la figura 10, fue
de 191.5515 rad/S. El error relativo entre el valor en estado
estable del sistema simulado respecto al valor promedio real
fue de 0.6% aproximadamente.

Para las pruebas de verificacion del modelo aproximado
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con entradas paso con las otras magnitudes (10,15,25 y 30V)
la maxima desviacion estandar entre los datos reales en estado
estable y su promedio fue de 6=3.3271. El error relativo
maximo del valor de velocidad dado por el modelo simulado
respecto al promedio en estado estable de los datos simulados
fue de 1.023%.

Los resultados obtenidos en ambas etapas, constituyen
una herramienta para continuar con la bisqueda de modelos
discretos para sistemas no lineales multivariados.

VI. CONCLUSIONES

El método de obtencion de un modelo discreto a partir
de la linealizacion segmentada, demostrd ser una buena
aproximacion para describir el comportamiento dindmico de
sistemas univariados no lineales. Es necesario que el sistema
en cuestion permita diferenciar la variable de entrada y la
variable de salida. De igual forma, debe permitir manipular y
medir dichas variables.

En el caso de la segunda etapa del proceso, el motor de
corriente continua admite un comportamiento lineal. Es
posible entonces, obtener un modelo lineal a partir de un
procedimiento normalizado para deducir los pardmetros
clasicos: resistencia e inductancia de armadura, constante de
fuerza electromotriz, constante de torque electromagnético,
momento de inercia intrinseco y factor de amortiguamiento.
Sin embargo, el procedimiento seguido, igualmente suministrd
un modelo descriptivo discreto con resultados que demostraron
estar bien ajustados al comportamiento dindmico real.

Un sistema dinamico univariado con respuesta transitoria
de primer orden, no lineal, puede ser modelado en tiempo
discreto por una ecuacion en diferencias (Ecuacion 7) donde
los coeficientes de dicha ecuacion se conforman a partir de
la constante de tiempo, la derivada puntual de la variable de
salida respecto a la de entrada y por el periodo de muestreo.
Las dos primeras son funciones explicitas de la variable de
entrada y en sistemas no lineales son distintas de cero. El
método expuesto, también puede ser aplicado a sistemas
lineales, en cuyo caso las funciones f u (u) y t(u) son valores
constantes.

Los resultados obtenidos permiten validar la aproximacion
como herramienta pedagdgica en la ensefianza de los sistemas
de control. Particularmente, el modelamiento de un sistema
univariado a partir de los conocimientos basicos de la teoria
de control y de las tematicas que le soportan, asi como la
simulacion mediante modelos discretos, constituyen una
aplicacion accesible a los estudiantes de ingenieria.
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