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Resumen—En este articulo estudia la solucién numérica de una
ecuacion de conveccién-difusion no local fraccionaria en el
tiempo, definida en el sentido de Caputo. Las aproximaciones se
desarrollan usando un esquema numérico explicito por medio del
método de diferencias finitas. A partir de esta discretizacion y el
método de Von Neumann, se establece la condicion de estabilidad
(CFL), con la cual se demuestran la propiedad de monotonia y la
propiedad de variacion total (TVD), asi como algunas
desigualdades importantes para la regularidad del esquema.
Finalmente, se presentan algunos experimentos numéricos con un
término fuente, para hallar las soluciones analiticas y realizar los
célculos respectivos de los errores y 6rdenes de convergencia con
la aproximacion numérica.
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Abstract—This article investigates the numerical solutions of a
fractional non-local convection-diffusion equation in time,
defined in the Caputo sense. The approximations are developed
using an explicit numerical scheme through the finite difference
method. Through this discretization and the Von Neumann
method, the Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) stability condition
is established, which demonstrates the monotonicity property
and the total variation diminishing (TVD) property, along with
some important inequalities for the regularity of the scheme.
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Finally, some numerical experiments with a source term are
presented to find analytical solutions and perform the respective
error calculations and convergence orders with the numerical
approximation.
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Mollification,

|. INTRODUCCION

L desarrollo de la teoria sobre ecuaciones diferenciales

fraccionarias se convirtié en un tema de gran importancia,
por sus numerosas aplicaciones en las ciencias y las
ingenierias [1]-[5]. De esta forma, el objetivo de este articulo
es desarrollar un método numérico para hallar oluciones
aproximadas de la ecuacion de Black-Scholes no local con
derivada fraccional en el tiempo, basado en un esquema de
diferencias finitas tanto para la derivada fraccional en el
sentido de Caputo como para las derivadas espaciales.
Ademas, en la discretizacion del término no local de la Ec. (1),
se usara un kernel con las caracteristicas de la molificacion
discreta de [6]. Esto permitira aplicar las técnicas propuestas
para las condiciones de borde de los datos faltantes en los
extremos del intervalo de la aproximacion.

En los recientes afios, muchos autores se han dedicado a
estudiar métodos de solucidn para este tipo de ecuaciones
desde un enfoque analitico o numérico. Por ejemplo, en [7]-
[12] se construyen soluciones analiticas para modelos no
lineales de reaccion-difusion o ecuaciones Fokker—Planck las
cuales son usadas en la mecanica estadistica esencialmente en
el andlisis del movimiento browniano. Otros trabajos
desarrollan aproximaciones numéricas de las ecuaciones
diferenciales fraccionarias. Por ejemplo, en [13] y [14] se
construyen esquemas numéricos empleando el método de
diferencias finitas para el término de difusion fraccional,
donde la derivada se define en el sentido de Caputo. De
manera similar, en [15] y [16] se considera la derivada de
Caputo en ecuaciones no lineales, definiendo esquemas
numéricos basados en el método de diferencias finitas. Otros
estudios, como en [17]-[19], se aplican las derivadas
fraccionarias para valores entre 1 y 2, utilizando
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discretizaciones de diferencias finitas para sus respectivas
soluciones numéricas. Ademas, en [20], se desarrollan otros
métodos mediante OHAM (Optimal Homotopy Asymptotic
Method) para obtener un esquema numérico de una ecuacion
de reaccion difusion fraccionaria, y en [21] se desarrollan
soluciones de la ecuacion de difusion fraccional en el espacio
mediante el método de lines y splines.
Consideramos el siguiente problema de valor inicial,

{u{"(x, 1) = aug(x,t) + bug(x, £) +d [ k(x — s)u(s, t)ds — du(x, t),
u(x,0) = ug(x).

(€Y
De la misma manera que en [22] y [23], las constantes
a,b,d =0,y el kernel k(x) es una funcién simétrica que decae
suavemente de [0,00] Y [, k(s)ds = 1. Ademas, se exige que la
condicion inicial sea Lipschitziana y 1. Para la derivada
fraccional en el tiempo se limita el valor o <a<1 con la
definicion en el sentido de Caputo, es decir:

. 1 tdu(x,t) dt
“ T ra 70')1; ar (t-n~

El desarrollo del articulo se estructura de la siguiente
forma: En la Seccidn Il se construye el modelo numérico de la
Ec. (1) usando diferencias finitas y la técnica de molificacion
discreta. Luego, en las Secciones Il y IV se incluye las
pruebas de estabilidad, regularidad, monotonia, propiedad
TVD vy las desigualdades relacionadas con la norma 1 y la
norma co. En la Seccion V, se desarrollan los experimentos
numéricos para determinar los errores de la aproximacion y
ordenes de convergencia con diferentes Ax, y se finaliza con
las conclusiones del trabajo.

1. APROXIMACION NUMERICA

Para la discretizacion de la ecuacion (1) se define una malla
en los puntos (x,t). Tomando aAx >0y At >0, donde x; = jax y

= nAt paraj e Z y n = 0. Sustituyendo los anteriores valores
en la Ec. (1), se obtiene que:
uf(x]—, t“) = aux(x]—,t") + b (x5, t“) + df]E k(x; — s)u(s, t™)ds —

du(x;, th).
@

Para construir el esquema numérico de la Ec. (2) se plantea
las siguientes discretizaciones: el término no local se apréxima
por el método utilizado en [24]. De tal forma, se tiene:
Jg k(g — sHu(s, t™)ds = w, + 0(Ax), (3)

v——rj v+;

donde,
—fk‘d' 1—[ =\ EA]
= 5 (&) d¢, con I, = x‘,f2 x,xv+2 x|
La derivada fraccional en el tiempo se discretiza usando el
método de diferencias finitas como en [24] y [25],

o (B5)™%

n+1 __
¢ r(_z—a)(

TR ckuf“_k) + 0(AtTY), 4
donde, b, = (k+ 1) — k'Y ¢ = by_; — by..
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Las aproximaciones para los términos de la conveccion y la
difusion de la Ec. (2), se expresan de la siguiente forma:

e (xy,t7) = B-’LHL + 0(Ax), (5)
e, %) = "R L 0 (ax2), 6)

Reemplazando las ecuaciones (3), (4), (5) y (6) en la Ec.
(2), obtenemos que:

@O~ (a1

no_.n
= a4 0(Ax)
rz-a)

W — R, ot oR )+ 0(AT)
S
+d(zv=—n vuj+u - uj )

+0(AY) )

De la ecuacion (7) tenemos la siguiente discretizacion:

si, n=120
1 oy, bA
u*v+ (J+l vj)+§(+ 217 +v )+
d’l( v=—g W vﬁvaj“), ®)
si, n=1

1 o +1-k o4 bA
U = b + Ty ot R (v — o) + s (0 — 20 @
v+ dA(ZT o, woul, — vF),

donde, 1 =T(2 — a)(At)~.

Es necesario reorganizar los esquemas numéricos de las Ec.
(8) y Ec. (9), para facilitar las demostraciones de los lemas y
la implementacion de los experiementos numéricos. De tal
forma que se obtengan las siguientes ecuaciones equivalentes:

si, n=10

vt =) +AX(UJ+17VU)+M2 vl — 20 + v )+

10
dl(zn:—n Wy _;+v - 0) ( )
si, n=1
al bA
=t S (on = o)+ (v — 2v  u) + "
dA(Z)__, wyvt, — V') = Ty (v i v h). )

En los experimentos numéricos se empleard la siguiente
discretizacion. Esto permitira construir la matriz de condicién
de borde para los datos faltantes en los extremos de los
intervalos donde se aproxima la solucion.

si, n=10
vl =2 Wl (12)
si, n=1
vttt =3 Wl — byvl + BRCT dpv R + b, vf (13)

donde d,, = b, — by.,,. Ademas,

w, =Adw, v=412,43,... , 1y,
al

v — b2 ok
Wy 7}[dwl+ﬂx2+ﬂx,



Wo —Adwy—Ad -2, =% 41,

W, :Adw_l+$.

A continuacion, se probara el lema 2.1 para la
aproximacion numérica en las Ec. (10) y Ec. (11). Este lema
garantiza que el esquema propuesto tiene la propiedad de
conservacion, caracteristica importante en las soluciones de
los problemas de aplicacion, condicion que se debe mantener
en las aproximaciones numéricas.

Lema 2.1 (Ley de conservacion) El esquema numérico de
la Ec. (10) y Ec. (11) tiene la forma conservativa:

v = o A - o),
paran =0
(p-?z:x JOJrE(U 7” l)+dzv LWy Ik ()] k=1 vjp—k).
paran =1
o7 = - }ﬂ+§(1}’ — v ) +HAdX_ w B (v Poems — V) —

Yho1 bk‘ﬂ;

Demostracién. Probaremos primero el caso para n = 0, sea

vt — 1?0

/i I:%(vfﬂ—u}»)+f vl —2uf + vl )+

AA(T)——y Wy — ).

a b
vt —vf = A(E”ipﬂ +0 Z(Wfﬂf ) +d 0wy By (v
U_;P—}cﬂ)—d T A (U — vy 1) dzv 1 Wy Zhoy (V;+k 1

vl
Ujl - 17;'0 = A’(q)_?+1 - 99?)-

Suponemos que para los m=1,--,n—1 la igualdad se
cumple. Ahora los probaremos para m = n.

al
R E(UJ?}FI vf') + oz Wi — 20 + vl )+
d’l(EL—n wvvj+v —Y ) Y = bk(u}-" S vfnik)
a b
pMt -t =1 (Evﬁrl + E(v}ﬁl - “) + dEn LW 2oy (Ujﬁk
—k
vt k+1) —Zi=1 b @7y *E T A ( Ui
-k
) dZ_, w,E¥- 1( f+l—1 —k)+zk=1bk§9}l )a
anﬂ — v = A@f1, — @)

I1l. ESTABILIDAD

En esta seccion analizaremos la estabilidad del esquema
en la Ec. (9), mediante el método de Von Neumann para
diferencias finitas bajo las siguientes condiciones:

n i

vy Wy =1, W, >0 y Wy—b; >0,

donde, Kk = Zn:_n w,cos(sAxv) —1 y ¢;=2— 2177 (14)

Lema 2.2 El esquema en la ecuacion (9) es estable bajo las
condiciones Ec. (14) y
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AAx3c,

<
T A% + (2dA + a?)Ax?
(15)
donde, 4 = aAx + 2b.

Demostracién. Sea
esquema numérico Ec. (9) se obtiene:

vt =e¥gn, reemplazando en el

i"zﬂ

gt =bg + Ek_l ceg"tiR 4+ (!*Slnﬂ —=—sin’ -

4bd
Fsm —+ a'/lK)

Debemos probar que |g"| < |g°|, primero se mostrara el caso
n=20
1_ ;26 cal . 0
g = (1 + dAK — Bsin ot 1Axsmﬂ)g ,

donde g =z—iA. Aplicando el modulo a ambos lados de la
ecuacion anterior, se tiene que:

e al
gt = ‘1 + dAK — Bsin® =+ i—sin&‘ lg°].
2 Ax
Por lo tanto, tenemos la siguiente igualdad:
0 al 2
|1+ dak — psin 2 + 1% sing| = (1 + dAK)? - 2R(1 +

dAK)sin® 2

2] a?i?
+p2 sm”‘f +—

Ao Sin®6.
X

Como (1 + diK) < 1, sin(d) = 2cos sm
condicién Ec. (14),

,—2<K<0Ydadala

2
|1+ dak — psin?S 4 i Zsing| < 1+ [725' +4dAp +

[SHRSY

a
B? }sm2 <
Adc; A2 + (2dA + a®)Ax?] .
<1+44|— ———————|sin?
Ax? ' Ax? AAxZcq
414 a
< — — in?=
<1+ oS e, — 1]sin >
<1

Asumimos que la desigualdad |g"| < |¢° se cumple hasta n.
Probaremos para el caso n + 1.

Sea,
g™t = begl + Xy o™ T (!*Slnﬂ - Ai)‘sng

Esm S+ diK}g \

Aplicando el modulo en la ecuacion anterior, obtenemos la
desigualdad

. 28
19" < balg®l + Zfoz el g™ 7| + oy + dAK — fsin? S +

ad
!ESIHE'" lg™l.
Por induccién,

g™t < (bn + YR, o + ‘cl + dAK —Bsinzg+ i%sin&‘) 1g°l,
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Tenemos que,
9 al 2
|ex + d2K — psin®? +i % sind| = (¢, + dAK)? - 2B(c; +
a.'/H(')sin2 2 ,ﬁ'zsin”‘E +
a?A? 2

Ax

- sin 20

De la siguientes condiciones (c, + dik) < cf, sin(8) = 2cos” sin”,
-2 <K <0y de Ec. (14), obtenemos la siguiente desigualdad:

2
|y + dag — psin®® + 1% sin6| < f + [—2ﬁ+4dfw+

32+4— }sng

— Bsin2? -ﬂ-‘2<2 [Acl
‘Cl+diK Bsin 2+LAxSIH|9 <ei+41 T

Adc,y A2+{_2dA+a2)ﬂx2} . 28
— . | sIn” —
Ax? AAx?cy

< cZ.

Por lo tanto,

.56 .ak
b, + X8, ¢ + |y +a‘jLI(—,6’sm2§+ i sinf| <b, +
Xhoao +
Cy

<L

IV. MONOTONIA

A continuacién, se probard la monotonia del esquema
numérico, asi como las condiciones de regularidad y TVD.
Definimos la monotonia del esquema de aproximacién de la
siguiente forma: Sean dos discretizaciones de Ec. (13) v/ y v/,
se dice que el método es monotono si satisface

UP(-LL'?

T - 7 o n n
7 =uy sipara todo j, se tiene que vt = gt

Lema 4.1 El esquema numérico en la Ec. (13), es
mondtono bajo la condicion CFL.

Demostracion.
sistema para n = 1, tenemos que:

Suponemos que v <u}

!, probemos el

1_ 1 _
VoY

=0.

vf—n v( v T u)")+v)l

Vamos a suponer que para k =n se cumple la monotonia
del sistema. Probaremos el caso k = n + 1.
y Tt = V——n i, (v: J+v — i) = by (v —u) +
ot (v =R + by (v — ),

Rt no~
- Evzl Wv(vj]:-v - il-’L}l+v) + Zv:l W*V(vjr:—v -

u}z}i—v) + (Wo - bl)(vjn - _;'n) +
ZE;% Cx (an_k - u}l_k) + bn (Ujp - uj"])'

n+l _ u}l+l = Q.

bajo las condiciones CFL tenemos que, Y/
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Ahora demostraremos algunas propiedades de regularidad
de del esquema numérico.

Lema 4.2 Bajo la condicién de estabilidad se cumple la
propiedad TVD.

Demostracién. Probemos el caso » = 0, tenemos que,

Ujl = ZE:—H wvvj+w
entonces:

Vi)l

!

Ljez ‘leﬂ - le| =Yjez |ZE:—n Wv("ﬁrvﬂ
<Xy W, Tjez ‘UJ'L:-VH

< szZ ‘v}!)ﬂﬂrl - U}!)Jrv|'

Suponemos que se cumple la propiedad TVD para los
valores 1,...,n — 1. Ahora en el caso n, tenemos que:
Zng. ‘vjrj—tl ?1+1| = Z}'EZ ‘Zzz—n Wv(vjr-l%—v+l - U;'T:—v) -
by (vfy — v+ ER] de (0 —
vjn_k) + bn (Uﬁl—l - U}p)"

El término
forma que

EjEu_ ‘Uf:]—.l

—b, (v}, — v") Se puede agrupar con i, de tal

T +
Tist del Tyer v/ — v 5+

bn ZjEZ ‘vﬁi—l - vjol

-n+1| <X, W Zjez |UII}FV+1 -1

Por induccién,

Xz VA — v < (1 — by + ERCt dye + by) Bjer |V — 971,

Por lo tanto,

0

vjn+1| = EjEE ‘vﬁi—l - vj ‘

Z;en_ ‘UJ+1

Lema 4.3 Bajo la condicion de estabilidad se cumplen las
siguientes desigualdades.

™l < [19°]les, n=123,- N.

™[l < [Iv°[l;, n=123, N.

Demostracién. Paran = 0 el esquema en la Ec. (13) toma la
siguiente forma

vjl = E:*U ﬁjvv}+v;
tenemos que,
‘Ujl‘ = |E§=—r} wvv}%—v‘ = El’i=_n wy ll U}plloo-
Por inducciobn suponemos que se cumple para
n=1,-,N—1, ahora lo probaremos para n = N

[ = |20, W, — bio + BRI dev T 4 by?)-
De la misma forma que el Lema 4.2 se tiene que:

[ < BV W lvll |+ ZR2E ey + bylvfl,
=(1- bl + 25 die + D) loo-



Por lo tanto ||v"|]. < 1|1v°]] .

La demostracion para la desigualdad [v"||, < ||v°||, €S

similar a la prueba de la propiedad TVD.
Lema 4.4 Bajo la condicion CFL, se cumple que
T It v <20+ A,
donde ¢, y ¢, son constantes que no dependen de at Y Ax.

Demostracién. Se demostrara primero la desigualdad

Xy et =l < 3 vt — vl (16)
Paran =1
sz - vjl = E—fr} Wy 1, ]+V bl(u - UD) Zn—fr} W ngrw

- Ev——r} WV( Jtv }+u)

m bA al
Donde #, = Adw, — Ad —2Z ot 1-by,
Entonces,

%) 1vf - vt < T, @, 5 [ - vf),

<2 (v} - vf).
Suponemos que para valores hasta » — 1, se cumple que
X vt

— vj"_ll <X \vjl — 17}9|.

n+1 n _ v ~ n
L S W

n—1 n—k
ZRo dev TN =

viet) = by — v ) +
Zﬁ;% dkvjﬂ_l_k - (bn - bn—l)v}!);

- Zv—fr} WT-( Jtv T sz’t:pl) + Eﬁ;i dk(ujﬂik - vjnilik)'

De igual forma que en el caso n = 1, se tiene que
Wy = Adwo — Ad — 222~ 2 11 b,
Obtenemos la siguiente desigualdad

2 ‘vnﬂ - vn‘ <y Wi X v, vy, =
Tict dp(w)F — )

+

< (23:_,, W, + X dy) X |vf —vf|,
S —b +3321 di) E; |le - VJPL
<X, lvf = vl

Finalmente, de la Ec. (12) implica que

vl —vf =Xl W, —vp,
at A
= —(U;’H - v°) + %(Ufﬂ —2vP +vl,)+
d’l( v=—n W ;+v - 0)

Como en [9], tenemos que p, = X7_, w,, donde k = -7, ..., 1,
de tal forma podemos escribir como:
v} = ZE:]_ Pr (Uﬁl—k - U;!]H(—l) + ZZ=1 Pr (vjp—}( -
U_;P—kﬂ)-

n
Zv:—n wy, Uﬁ—v -

de modo que,

29

al
ujl - 17]9 = (UI!’Jer °) + (vﬁl - 217 + v ")
+dA(T0, pr (vﬁ—k Vpoq) + i1 PV
U_;P—kﬂ))a
Entonces,

al
Y vt — vl < EE}- o2y — vy |+ E} [vf, —2uf +

vl +2dA T, ﬁkEj vl — v,

< 77-1](”0) + M + 2dATV (W) X1, P

Tenemos que,
A
vt —vfl < =Gt AC,

donde c,=aX]_,p+bM y C,=2dTv(v)Ti_, ;. De esta
forma reemplazando en la Ec. (16) completamos la prueba.

V. EXPERIMENTOS NUMERICOS

En los experimentos numéricos se adiciona un término
fuente en la Ec. (1). Usando esta nueva expresion podemos
obtener una solucién exacta del problema, y asi realizar el
respectivo andlisis de error y de orden de convergencia
mediante el esquema en la Ec. (13). Este anélisis se realizé
para valores de « iguales a 0.7, 0.8 y 0.9 en la derivada de
Caputo. Las condiciones iniciales se aproximan a cero en los
extremos del intervalo de la variable espacial, donde se
pretende encontrar la solucion numérica. La condicion
anterior se debe implementar con el fin se usar la matriz de
condicion de borde de cero propuestas en [6] y [22], para
compensar los datos faltantes en los limites del intervalo.

Vamos a considerar la siguiente ecuacion de Conveccién-
Difusion no local con derivada fraccional en el tiempo para
los experimentos numéricos:

uff(x,t) = au,(x,t) + bu, (x,t) + d fm k(x — s)u(s, t)ds — du(x,t) +
flxt),
Donde, u(x, 0) = uy(x).

A continuaciéon encontramos los ejemplos con las tablas y
graficas respectivas, que verifica el comportamiento de la
aproximacién numérica y el orden de convergencia 1 del
esquema en la Ec. (7).

Ejemplo 5.1 Seana=1,b=0001,d=1Y el tiempo T=1.

Consideramos un intervalo en x de [0,1], el kernel
k(x) = %‘exp(—lﬂﬂxz)y el término fuente
T3 ,2-a 2
f(;»c,t)fn3 a)t x(1—-x)—t (a(l—Zx)+2b+
d [, k(x — s)s(1 —s)ds —x(1 — x))
El problema anterior tiena la solucion exacta:

u(x,t) = t2x(1 — x)
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A continuacién se muestra la Tabla | de errores para
diferentes valores de «, y la Fig. 1 con la comparacion de la

., . .. o 1
solucion exacta y la aproximacion numérica para Ax = —.

TABLAI
ERRORES Y ORDENES DEL EJEMPLO 5.1.

2.57E-02 -

1/16 1.72E-02 2.58E-02 -
1/32 5.73E-03 1.59 7.14E-03 1.85 9.26E-03 148
1/64 |2.62E-03 113 2.81E-03 1.34 3.57E-03 1.37
1/128 | 1.22E-03 111 1.22E-03 1.20 1.35E-03 141

—— Ecuacién Exacta
®  Aproximacion Numérica

0.0 0.2 04 06 08 10

Fig. 1. Ejemplo 5.1, Tiempo T=1.

Ejemplo 5.2 Sean a=1, b=0001, d=1 Yy el tiempo T =1.
Consideramos un intervalo en x de [0,1], el kernel

k(x) = Eexp(—lﬂﬂxz) y el término fuente,

(e 2
& ={rG-m A—ori-a
—x) — (t + 1)?(10ax(1 — x)+20b(1 — 3x) +

d J, k(x — s)s?(1s)ds — 10x?(1— x)).

tH) 10x2(1

El problema anterior tiene la solucion exacta:
u(x t) = 10x*(1—x)(t+ 1)?

A continuacion se muestra la Tabla Il de errores para
diferentes o, y la Fig. 2 con la comparacion de la solucién

- -y s - 1
exacta y la aproximacion numeérica para Ax = —.
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TABLAII
ERRORES Y ORDENES DEL EJEMPLO 5.2.

1/16 | 2.14E-02 = 2.52E-02 = 2.48E-02 =
1/32 | 8.99E-03| 125 |[9.60E-03| 1.39 |1.05E-02| 1.24
1/64 | 4.23E-03| 1.09 |4.33E-03| 115 |4.68E-03| 1.17
1/128 | 1.99E-03| 1.09 |2.00E-03| 1.11 |[2.06E-03| 1.18

—— Ecuacién Exacta

® Aproximacién Numérica

0.4 0.6 08 10

Fig. 2. Ejemplo 5.2, Tiempo T=1.

V1. CONCLUSIONES

A partir del estudio realizado, se obtuvo un esquema
numérico explicito con orden de convergencia 1. En el
desarrollo del método numérico se probaron la ley de
conservacion, la monotonia y la propiedad TVD, ademas de
otras propiedades que son necesarias, pero no suficientes en la
convergencia del esquema. Los experimentos numéricos
coinciden con el desarrollo teérico del método. Sin embargo,
se observé que el algoritmo de aproximacion tiene un costo
computacional alto debido a la condicién CFL. Por esta razén,
se optd por utilizar valores pequefios del pardmetro a, lo que
permitié reducir los tiempos de ejecucién y los requerimientos
computacionales.

La derivada fraccional temporal en el sentido de Caputo
requiere que se almacenen todos los valores v para el calculo
del siguiente término v***, esto genera una carga significativa
en la memoria de la computadora durante la ejecucién de la
rutina.
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